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PREFÁCIO 

A teoria das probabilidades e suas leis, propriedades, regras, teoremas, axiomas e corolários é 

considerada  do Ponto de Vista Moderno como  difundida no início do Século Vinte e no decorrer deste 

cem últimos anos, e  desempenha uma relevante influência e destaque  em todos as ramos das atividades 

humanas, na ciência e no cotidiano das pessoas e empresas, do ponto de vista cientifico ela é parte básica 

dos argumentos, abstrações, induções bem como das conclusões obtidas de forma  segura, confiável, 

robusta e com elevada precisão e exatidão, seja em aplicações nas ciências físicas, biológicas e sociais, 

etc.. Sendo que no decorrer deste período de tempo, ou seja, primeira metade do século vinte, esta teoria 

foi incorporada e utilizada para dá suporte a criação de novas ferramentas de análise estatística, de 

modelos, de uso frequente na pesquisa científica e na estatística matemática em geral, assim como na 

construção de modelos da inferência estatística, bem como no uso do estabelecimento da estatística 

multivariada, da análise de sobrevivência, dos modelos lineares generalizados, na geoestatística e na 

estatística Bayesiana. Sendo assim, toda esta demanda e importância  faz com que a teoria probabilística 

seja componente do conteúdo programático da quase totalidade dos programas pedagógicos nos cursos 

de graduação e pós-graduação, além de cursos básicos e até mesmo no ensino fundamental, sendo 

amplamente ensinada na universidade nos cursos de graduação e de pós graduação, nos colégios, escolas, 

institutos, cursos técnicos, em cursos preparatórios e em treinamento, em especializações e 

aperfeiçoamentos, dentre outros. A teoria antiga e a moderna são pré requisitos na teoria geral de 

probabilidades e na inferência estatística podendo ser apresentada em vários níveis no contexto 

matemático. A origem da probabilidade é ligada ao cálculo das possibilidades de ocorrência de 

determinados resultados em jogos de azar, cartas, dados, moedas, roletas, casinos, bingos, rifas, casas de 

apostas, loterias, etc., propiciando um grande apelo intuitivo. 

Este livro foi escrito com a finalidade de complementar o texto da disciplina estatística para alunos 

de qualquer área, especialmente voltado para estudantes de um bacharelado em Ciências Exatas, Ciências 

Físicas , Ciências da Terra, Ciências Sociais, Ciências Humanas, Economia, Administração, Engenharia, 

Medicina, Genética, Ecologia, Ciências Biológicas e Ciências Agrárias, Dentre outras. 

A ideia de elaboração desse livro surgiu da experiência de mais de 30 anos lecionando a disciplina 

de estatística na ESAM e atualmente Universidade Federal Rural do Semi-Árido (UFERSA), o qual teve 

origem das inúmeras notas de aulas elaboradas e distribuídas ao longo desse período. 

Essa obra exige do leitor conhecimentos elementares de matemática e estatística, pois procurou-

se sempre que possível simplificar as demonstrações das propriedades, leis e teoremas, Axiomas, 

Corolários componentes da teoria, ou seja não utiliza formalismo matemático que vá além de noções 

básicas de cálculo. O capítulo trata do conceitos fundamentais, propriedades e medidas características 

das variáveis aleatórias e distribuições de probabilidades unidimensionais e bidimensionais, tanto de 

natureza discreta ou descontínua, como de natureza contínua, inclusive trata sobre covariância e 

correlação. 
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No final do capítulo apresentamos uma lista de exercícios propostos, os quais tem a finalidade de 

fixar no leitor os fundamentos teóricos da probabilidade mediante a resolução de exemplos nas mais 

diferentes situações. No final do livro existe o apêndice A e o B contendo respectivamente o alfabeto 

grego com todas as letras em maiúsculo e minúsculo, além de sua pronúncia em português e a tabela com 

os valores do número “e-λ” que é a base dos logaritmos neperianos ( e = 2,1828) elevado ao valor negativo 

da média da distribuição de Poisson no intervalo contínuo o qual é o valor lambda, ou taxa média de 

Poisson que é o valor de λ.  

Finalmente o autor agradece antecipadamente a todos aqueles que se manifestarem, emitindo 

sugestões para novas edições deste livro, críticas e correções, pois todas serão bem recebidas e só virão a 

contribuir para o aprimoramento e aperfeiçoamento dessa obra. 

Peço desculpas antecipadamente pela presença de eventuais erros de qualquer natureza, pois 

todos são de inteira responsabilidade do autor. 

 

Os Autores 

Mossoró-RN, Brasil Junho de 2023 
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APRESENTAÇÃO 
 

A origem da moderna teoria das probabilidades é atribuída a dois famosos matemáticos franceses, 

Blaise Pascal (1623 - 1662) e Pierre Fermat (1601 - 1665), que durante o século XVII publicou e 

apresentou conceitos primitivos do que seria hoje a teoria moderna das probabilidades. Uma série de 

problemas, muitos dos quais relativos a “jogos de azar”, levaram a uma troca proveitosa de 

correspondência entre Pascal e Fermat, na qual, os princípios fundamentais da Teoria das Probabilidades 

foram formulados. 

Pouco tempo depois, em 1657, o holandês Christian Huygens (1629 – 1695) publicou o primeiro 

livro de probabilidades intitulado De Ratiociniis in Ludo Aleae. As maiores contribuições deste período 

devem-se a Bernoulli (1654 - 1705)   e a de Moivre (1667 - 1754). 

Em 1812 Pierre de Laplace (1749-1827) introduziu um conjunto de novas idéias e técnicas no seu 

livro Theore Analytique des Probabilites e pela primeira vez a teoria das probabilidades deixou o campo 

dos “jogos de azar” e foi aplicada a muitos problemas práticos e científicos. A teoria dos erros, o cálculo 

atuarial e a mecânica estatística são exemplos de algumas importantes aplicações da teoria das 

probabilidades desenvolvidas no século XIX.  

Como tantos outros campos da matemática, o desenvolvimento da teoria das probabilidades tem 

sido estimulado pela variedade das suas aplicações. E simultaneamente, cada avanço da teoria tem 

permitido o alargamento da sua esfera de influência. A estatística matemática é um dos importantes ramos 

da teoria das probabilidades; outras aplicações ocorrem em campos tão diversos como a genética, a 

engenharia, a economia, a medicina, as ciências sociais, etc. 

A teoria da probabilidade é o ramo da matemática que estuda os experimentos aleatórios, 

estocásticos ou casuais, exprimindo a chance de ocorrência de eventos aleatórios associados aos espaços 

amostrais desses ensaios, nas mais diferentes áreas das ciências físicas, biológicas e sociais associadas ao 

conhecimento humano, como por exemplo a química, a física, a biologia, a agricultura, a medicina, a 

genética, a atuaria, o setor de seguros, finanças e economia, astronomia, engenharia, meteorologia, a área 

de tecnologia, pesquisa de opinião pública, etc. 

Essa parte da matemática constitui a base teoria para a realização da chamada inferência estatística 

ou estatística indutiva ou ainda estatística analítica, haja visto que qualquer afirmação que se faça sobre a 

população ou universo estatístico é um raciocínio incerto, e essa incerteza é medida por um número 

denominado probabilidade. 

A teoria de probabilidade é um importante ramo da matemática pura, que teve um começo 

bastante modesto. Suas raízes vêm de uma simples teoria matemática dos jogos de azar iniciada em 1654, 

quando o jogador De Mere propôs ao matemático Pascal suas famosas perguntas a respeito dos jogos de 

azar. Desde então, essa teoria percorreu um vasto caminho, inclusive o conceito passou por diversas 
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fases. Igualmente, o campo de aplicação da teoria sofreu ampliações notáveis, como uma teoria que se 

ocupava com os jogos de azar passou a constituir o fundamento da inferência estatística. 

Nas ciências físicas, biológicas e sociais as probabilidades existem em grande quantidade. Sempre 

existiram. Sua abundância e importância advêm dos elementos significativos não controláveis presentes 

nos sistemas biológico, econômico e social a que as atividades humanas estão associadas. Essa falta de 

controle sobre importantes variáveis de um sistema, que foge ao domínio do pesquisador exprime 

incerteza: Prevalecerá esta ou aquela condição? Por sua vez, incerteza exprime probabilidade: Qual a 

possibilidade de que prevaleça esta ou aquela condição?. A partir da probabilidade, combinada com o 

poder de controle parcial do sistema, tem-se que escolher mediante a tomada de decisão: Dadas as 

possibilidades e consequências desta ou daquela ocorrência de um evento aleatório, como o pesquisador 

deve atuar? Se não fosse estes riscos, a escolha não passaria de rotina ou de resultados determinísticos e 

não casuais, aleatórios ou estocásticos. Neste caso, não ocorreria a tomada de decisão, pois se a incerteza 

está ausente do sistema, o conhecimento perfeito dominaria os resultados do ensaio, sendo assim, estaria 

ausente o desafio da escolha. Daí a importância do apoio do Espaço Amostral ou Espaço de Resultados 

(S; Ω), como Resposta dos Possíveis Resultados da Experiência Aleatória. 

A definição Clássica ou a Priori de probabilidade dada por Laplace como o Quociente ou Razão 

do número de casos favoráveis a ocorrência do Evento ou Acontecimento sobre o número de casos 

Totais ou Possíveis do Espaço Amostral foi à primeira definição formal de probabilidade, e apareceu pela 

primeira vez em forma clara na obra Líber de Ludo Aleae de Jerônimo Cardano (1501-1576). 

Os experimentos que repetidos sob as mesmas condições produzem resultados geralmente 

diferentes serão chamados experimentos aleatórios, Casuais ou Estocásticos. Fenômenos aleatórios 

acontecem Frequentemente no Dias a Dia da vida do Homem. São frequentes perguntas tais como: 

choverá amanhã? Qual será a temperatura máxima em Mossoró-RN no próximo domingo? Qual será o 

número de ganhadores da Loteria Esportiva e da Mega Sena? Quantos habitantes terá o Brasil no ano 

2030, a Bolsa de valores Sobe nos Próximos dias?, a Cotação do Dólar deve cair em Função dos Boatos 

do mercado financeiro? 

A teoria das probabilidades é o ramo da matemática que cria, desenvolve e em geral pesquisa 

modelos que podem ser utilizados para estudar experimentos ou fenômenos aleatórios. Sendo utilizados 

para realizar generalizações de populações a partir de amostras aleatórias em condições de incerteza, com 

elevada confiabilidade e baixo risco ou erro ou elevada precisão.



O modelo matemático utilizado para estudar um fenômeno aleatório particular varia em sua 

complexidade matemática, dependendo do fenômeno estudado. Mas todos esses modelos têm 

ingredientes básicos comuns. 

É interessante destacar uma referência a alguns dos mais famosos cientistas que tanto 

contribuíram para a teoria das probabilidades desde Laplace: são eles Chebyshev, Markov e Kolmogorov. 

O que será mostrado nesse livro são as definições básicas, as propriedades, os teoremas, axiomas, 

corolários e leis em geral, com o objetivo de estudar uma série de fenômenos aleatórios relativamente 

simples e algumas vezes complexos referentes a ideias e noções que são bastante gerais na pesquisa 

científica. Sendo necessário e exigido do leitor conhecimentos prévios de Matemática e Estatística. 

 

A teoria do azar consiste em reduzir todos os acontecimentos do mesmo gênero a um certo 
número de casos igualmente possíveis, ou seja, tais que estejamos igualmente inseguros sobre 
sua existência, e em determinar o número de casos favoráveis ao acontecimento cuja 
probabilidade é buscada. A razão deste número para o de todos os casos possíveis é a medida 
dessa probabilidade, a qual é portanto uma fração cujo numerador é o número de casos 
favoráveis e cujo denominador é o número de todos os casos possíveis. 

Pierre Simon Laplace (1749-1827)  

Astrônomo, Matemático e Físico Francês 

Ensaio filosófico sobre as Probabilidades. 

 

Os Autores 

Mossoró-RN, Brasil Junho de 2023 
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VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E DISTRIBUIÇÃO DE 
PROBABILIDADE UNIDIMENSIONAIS E 

MULTIDIMENSIONAIS DISCRETAS 
(DESCONTINUAS) E CONTÍNUAS 

 

 

INTRODUÇÃO 

Na prática dos ensaios ou experimentos aleatórios e da pesquisa em geral, é muitas vezes, mais 

racional, interessante, eficiente e elegante associar um número a um evento ou acontecimento aleatório 

referente a determinado fenômeno, e calcular a probabilidade da ocorrência desse número ou resposta, 

do que a probabilidade do evento ou ocorrência em si. Como exemplo tem-se num experimento aleatório 

de um lançamento de uma moeda honesta ou equilibrada que a probabilidade da face cara ficar voltada 

para a horizontal, isto, a 𝑃(ocorrência de cara) = 𝑃(𝑋 = 1) =
1

2
, onde o significado do valor de  𝑋  é 

número de faces cara num lançamento de uma moeda honesta, é dado como aquele em  que 𝑋 pode 

assumir o valor 1 se a face que ocorre for cara, e 0 se a face voltada para cima for coroa. Nos próximos 

tópicos será explicado de maneira mais detalhada o conceito desses valores numéricos assumidos pelos 

eventos aleatórios o qual denominamos de variável aleatória, senão vejamos.  

 

VARIÁVEL ALEATÓRIA UNIDIMENSIONAL 

Seja “𝑆” um espaço amostral associado a um experimento aleatório E. Então uma função 𝑋 que 

associa a cada valor “𝑠” de “𝑆” um número real 𝑋(𝑠) é definida como variável aleatória unidimensional. 

 

                                                     x 

 

 

 

Figura 1. Espaços amostrais e variável aleatória, associados a um experimento aleatório. 

 
 

TIPOS DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 

Variável Aleatória Discreta (V.A.D.) 

É aquela que deve assumir valores em um conjunto finito ou em um conjunto infinito, porém 

enumerável (resulta de contagem). Seu campo de Definição é o conjunto dos números naturais. Pode –

se ainda afirmar que é aquela variável na qual a diferença entre dois possíveis valores desta variável for 

finito e não nulo 

S 

. 

s 

 

. 

x(s) 
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Exemplos:  

• Número de sementes por vagem 

• Número de insetos por planta 

• Número de acidentes, etc. 

 

Variável Aleatória Contínua (V.A.C.) 

É aquela que deve assumir valores em um conjunto infinito não enumerável (resulta de 

mensuração). Seu campo de Definição é o conjunto dos números Reais. 

Exemplos:  

• Diâmetro do caule de uma árvore em centímetro 

• Peso de raízes por planta em gramas 

• Rendimento de uma Cultura agrícola em toneladas por hectares, etc. 

 

ESTUDO DA VARIÁVEL ALEATÓRIA DISCRETA (V.A.D.) 

Distribuição de probabilidades de uma variável aleatória discreta 

Observação: Dados dois conjuntos 𝐴 e 𝐵 não vazios, chama-se função (ou aplicação) de 𝐴 em 𝐵, 

representada por 𝑓:𝐴 → 𝐵; 𝑦 = 𝑓(𝑥), a qualquer relação binária que associa a cada elemento de 𝐴, um 

único elemento de 𝐵. Portanto, para que uma relação de 𝐴 em 𝐵 seja uma função, exige-se que a cada 

𝑥 ∈  𝐴 esteja associado um único 𝑦 ∈ 𝐵, podendo entretanto existir 𝑦 ∈ 𝐵 que não esteja associado a 

nenhum elemento pertencente ao conjunto 𝐴. Na notação 𝑦 = 𝑓(𝑥), entendemos que 𝑦 é imagem 

(contradomínio ou campo de valores da função) de 𝑥 pela função 𝑓, ou seja: 𝑦 está associado a 𝑥 através 

da função 𝑓, sendo 𝑥 o domínio da função 𝑓(𝑥) (campo de definição da função). Exemplos: 𝑓(𝑥) =

4𝑥 + 3; então 𝑓(2) = 4.2 + 3 = 11 e portanto, 11 é imagem de 2 pela função 𝑓; 𝑓(5) = 4.5 + 3 =

23, portanto 23 é imagem de 5 pela função 𝑓, 𝑓(0) = 4.0 + 3 = 3, etc. 

Função de probabilidade ou de massa de probabilidade: É a função que associa a cada valor 

assumido pela variável aleatória, a probabilidade de evento correspondente, isto é   𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖) = 𝑃(𝐴𝑖), 

𝑖 =  1, 2,… , 𝑛, sendo 0𝑃(𝑥𝑖)1𝑥𝑖. 

Distribuição de probabilidades: É o conjunto formado pelo valor da variável aleatória e junto 

com sua função de probabilidade ou valor da probabilidade isto é, (𝑥𝑖, 𝑃(𝑥𝑖)), 𝑖 = 1, … , 𝑛 sendo 

necessário que Σ 𝑃(𝑥𝑖) = 1
𝑛
𝑖=1 . 
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Função de repartição ou de distribuição ou distribuição de probabilidade acumulada [𝑭(𝒙)] 

Introdução 

A função de probabilidade acumulada que se obtém somando-se as probabilidades de todos os 

valores da variável aleatória, menores ou iguais a um determinado valor de 𝑥𝑖, define a função de 

distribuição de variável 𝑥𝑖. Ela é representada por: 

Distribuição de probabilidades acumuladas ou função de repartição [𝐹(𝑥)] 

Definição  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝑥𝑖) = Σ 𝑃(𝑥𝑖)
𝑥≤𝑥𝑖

𝑥=0
=

{
 
 

 
 
0                   se        -∞ < 𝑥 < 𝑥1 (𝑥 < 𝑥1)
𝑃(𝑥1)             se       x1 ≤ 𝑥 < 𝑥2
𝑃(𝑥1) + 𝑃(𝑥2)  se       x2 ≤ 𝑥 < 𝑥3 
    ⋮
𝑃(𝑥1) + 𝑃(𝑥2) + .....+ 𝑃(𝑥𝑛)  se       x𝑛 ≤ 𝑥 < ∞ (𝑥 ≥ 𝑥𝑛)

 

  

sendo F(x) = P(xxi) = Σ 𝑃(𝑥𝑖) = 1
𝑛
𝑥=0 . 

O gráfico de 𝐹(𝑥) é dado pela Figura 2, abaixo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Distribuição de probabilidade acumulativa de uma variável aleatória discreta. 
 

Propriedades de F(x) 

i) 0𝐹(𝑥)1 

ii) 𝐹(−) = 0 

iii) 𝐹(+) = 1 

iv) 𝐹(𝑥) é descontínua nos pontos 𝑥 = 𝑥0 onde 𝑃(𝑥 = 𝑥0) ≠ 0 

v) 𝐹(𝑥)é continua à direita dos pontos 𝑥 = 𝑥0, onde 𝑃(𝑥 = 𝑥0) ≠ 0 

vi) 𝑃(𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏)–𝐹(𝑎) 

 

a b  
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vii) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏)–𝐹(𝑎) + 𝑃(𝑥 = 𝑎) 

viii) 𝑃(𝑎 < 𝑥 < 𝑏) = 𝐹(𝑏) = 𝐹(𝑎)–𝑃(𝑥 = 𝑏) 

ix) 𝐹(𝑥) é uma função não decrescente, como 𝑃(𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏)–𝐹(𝑎) ≥ 0𝐹(𝑏)𝐹(𝑎). 

Logo 𝐹(𝑥) é não decrescente. 

 
 

Exemplo: Seja um experimento aleatório 

𝐸 = plantarduassementesdefeijãomacassareaguardaragerminação; 

𝑆 = {(G,G); (G,G̅); (G̅,G); (G̅,G̅)}, 

onde (𝐺 =  Germinar; �̅�  =  Não germinar). E seja 𝑋 a variável aleatória discreta que representa o 

número de sementes germinadas: 

S
(G, G)
(G, G)
(G, G)
(G, G)

R

2

1

0

 

Figura 3. Espaço amostral e conjunto dos números reais, ilustrando a associação de variáveis aleatórias unidimensionais 

discretas aos diversos resultados ou eventos. 

 

Logo, 𝑋 = 0,1,2 

X Evento correspondente 
A1

A2

A3

S
R

0

1

2

 

0 A1 =  )G,G(  

1 A2 =  )G,G();G,G(  

2 A3 =  )G,G(  

Espaço amostral e conjunto dos números reais, ilustrando a associação de variáveis aleatórias 
unidimensionais discretas ao campo de definição da variável aleatória para os diversos resultados ou 
eventos do experimento aleatório. 
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A distribuição de probabilidade é então dada por: 

 

TABELA 1. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DO NÚMERO DE SEMENTES DE 
FEIJÃO GERMINADAS 

 
 

P(x = 0) = P(A1) =
1

4
 

 

P(x = 1) = P(A2) =
2

4
 

 

P(x = 2) = P(A3) =
1

4
 

𝑋𝑖  

 
𝑃(𝑋𝑖) 

0 1/4 
 

 
1 

 
2/4 
 
 

2 1/4 
 

Soma 1,0 

 

E o gráfico da função de probabilidade é mostrada na Figura 4 abaixo. 

 

 
  

Figura 4. Gráfico em hastes ou bastão da distribuição de probabilidade discreta do número de sementes 
de feijão germinadas. 
 

A função de distribuição de x ou função de repartição [F(x)] é dada por: 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑥𝑥𝑖) = ∑ 𝑃(𝑋𝑖)

𝑥𝑖≤ 𝑥

= ∑ 𝑃(𝑋𝑖)

𝑥≤𝑥𝑖

𝑥 = 0

 

Temos então, 

𝐹(0) = 𝑃(𝑥0) = 𝑃(𝑥 = 0) =
4

1
 

𝐹(1) = 𝑃(𝑥1) = 𝑃(𝑥 = 0) + 𝑃(𝑥 = 1) =
4

1
+

4

3

4

2
=  

𝐹(2) = 𝑃(𝑥2) = 𝑃(𝑥 = 0) + 𝑃(𝑥 = 1) + 𝑃(𝑥 = 2) 

𝐹(2) = 𝐹(1) + 𝑃(𝑥 = 2) = 1
4

1

4

3
=+  
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Pode-se ainda calcular também: Neste caso biologicamente absurdo mas matematicamente 

normal. 

𝐹(1,34) = 𝑃(𝑥1,34) = 𝑃(𝑥 ≤ 1) 

𝑃(𝑥1) = 𝐹(1) =
4

3
 

𝐹(−3) = 𝑃(𝑥− 3) = 0 

 

Com esses resultados podemos escrever 

𝐹(𝑥) = {

0       se     x <  0
1/4    se     0 ≤  x < 1
3/4    se     1 ≤  x <  2
1       se     x ≥  2

 

 

E a função de repartição é dada por: 

 

TABELA 2. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE ACUMULADA OU FUNÇÃO DE 

REPARTIÇÃO DA VARIÁVEL ALEATÓRIA 𝑋, NÚMERO DE SEMENTES DE FEIJÃO 
MACASSAR GERMINADAS. 

𝑋𝑖 𝑃(𝑋𝑖) 𝐹(𝑋𝑖) 
0 1/4 1/4 

1 2/4 3/4 

2 1/4 4/4 

Soma 1,0 - 

 

O gráfico de 𝐹(𝑥) é dado pela Figura 5, mostrada a seguir. 

S

F(x )
i

4/4

3/4

1/4

1 2

Xi

0
 

Figura 5. Gráfico em escada representativo da distribuição de probabilidade acumulada da variável 
aleatória X número de sementes germinadas de feijão macassar. 

 

O domínio de 𝐹(𝑥) é ℝ e o contra domínio é o conjunto {1/4,3/4, 4/4}. 
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ESTUDO DA VARIÁVEL ALEATÓRIA CONTÍNUA [V.A.C] 

Definição 1: Uma variável aleatória 𝑋 é contínua se existir uma função 𝑓, denominada função 

densidade de probabilidade (f.d.p.) de 𝑋, que satisfaça às seguintes condições: 

𝑓(𝑥) ≥ 0,𝑥ℝ𝑥 (para rodo 𝑋 em 𝑆 (campo de definição ou domínio da função) 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 1
ℝ𝑥

 

Para quaisquer 𝑎, 𝑏 com − <  𝑎 <  𝑏 <  +,  teremos,  

𝑃(𝑎 < 𝑥 < 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Definição 2: Distribuição de probabilidade de variável aleatória contínua se para uma variável 

aleatória contínua 𝑋 se conhece a probabilidade de que assuma valores em cada um dos intervalos de seu 

campo de variação, de tal maneira que a soma das probabilidades seja igual a 1, dizemos que está definida 

uma distribuição de probabilidade de 𝑋 (V.A.C). Para caracterizar a distribuição obviamente teremos de 

definir uma função, 𝑓(𝑥). esta função 𝑓(𝑥) recebe o nome de função de densidade de probabilidade da 

variável aleatória contínua. 

A probabilidade de que a variável 𝑋 assuma um valor dentro do intervalo 𝑎 ≤  𝑋 ≤ 𝑏 será dada 

pela integral 𝑃(𝑎 < 𝑥 < 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. Como já foi mencionado para que uma função de variável 

contínua possa ser considerada como uma função de densidade de probabilidade, ela deve obedecer às 

seguintes propriedades: 

a) 𝑓(𝑥) ≥ 0 para todo 𝑋 em 𝑆 (campo de definição ou domínio da função). 

b) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏), 𝑏 > 𝑎 

c) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
= 1 

 

 

 

Figura 6. Área ou densidade sob a curva da distribuição densidade de probabilidade 𝑓(𝑋) da variável 

aleatória contínua 𝑋. 
 

Em relação aos itens a b e c mencionados anteriormente pode concluir que a representação gráfica 

da função densidade de probabilidade possui as seguintes propriedades: 

f(x)

a b x
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(i) Se 𝑓(𝑥) é a função de densidade para uma variável aleatória 𝑋, podemos representar 𝑌 = 𝑓(𝑥) 

graficamente por uma curva como; 

(ii) como 𝑓(𝑥)0 a curva não pode estar abaixo do eixo-𝑥. 

(iii) A área total delimitada pela curva e pelo eixo-𝑥 deve ser 1, em virtude da propriedade 

[∫  𝑓(𝑥) d𝑥 = 1
∞

−∞
]. 

(iv) Geometricamente a, probabilidade de 𝑋 estar entre 𝑎 e 𝑏, isto é, 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏), é então dada 

pela área sombreada na figura abaixo: 

f(x)

a0 b
x

 

Figura 7. Distribuição contínua de probabilidade. 
 

Observações importantes 

i) 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) representa a área sob a curva da função densidade de probabilidade entre 𝑎 e 𝑏, 

isto é: 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

 

Figura 8. Área, densidade ou probabilidade sob a curva da distribuição densidade de probabilidade. 
 

ii) Para qualquer valor especificado de 𝑋, por exemplo, 𝑋 =  𝑐, temos: 

𝑃(𝑥 = 𝑐) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑐

= 𝐹(𝑐) − 𝐹(𝑐) = 0 

Portanto, no caso contínuo, 𝑃(𝐴) = 0 ⎯→⎯não 𝐴 = . Tendo em vista esta observação, 

podemos escrever: 

𝑃(𝑐𝑋𝑑) = 𝑃(𝑐 < 𝑋𝑑) = 𝑃(𝑐𝑋 < 𝑑) = 𝑃(𝑐 < 𝑋 < 𝑑) 

Sendo assim as probabilidades acima são todas iguais, se 𝑋 for variável aleatória contínua. 

f(x)

a b
x

P(a < x < b)

𝑃(𝑎 <  𝑋 <  𝑏) 



ELEMENTOS DE PROBABILIDADE I 
 

- 18 - 

 

Os eventos impossíveis têm probabilidade igual a 0 (zero), mas, os eventos de probabilidade igual 

a 0 (zero) não são forçosamente impossíveis. 

 

iii) Dado uma função g, tal que: 

iii 1) 𝑔(𝑥)0,𝑥𝑋(𝑊)ou𝑥ℝ 

iii 2)∫  g(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= 𝑘, onde 𝑘 é um número real positivo (não necessariamente igual a 1)  

 𝑥  ℝ. 

Logo, 𝑔 não é uma função de densidade de probabilidade. 

Para tornar g uma função densidade de probabilidade, devemos fazer o seguinte: 

Tomar 
𝑔(𝑥)

𝑘
= 𝑓(𝑥)  implica 𝑔(𝑥) = 𝑘𝑓(𝑥), 𝑋(𝑊)ou𝑥ℝ 

∫  g(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

= 𝑘 ∫  f(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 implica 
1

𝑘
∫  g(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

= ∫  f(𝑥)𝑑𝑥 = 1
∞

−∞

∞

−∞

 

iv) Se o conjunto de valores de 𝑋, estiver contido no intervalo [𝑎, 𝑏], então para 𝑥[𝑎, 𝑏] implica 

𝑓(𝑥) = 0. 

v) 𝑓(𝑥) para o caso de variável aleatória contínua, não representa probabilidade de coisa alguma, 

somente quando 𝑓(𝑥) for integrada entre 2 limites ela produzirá uma probabilidade que 

corresponde a área delimitada pela função 𝑓(𝑥), eixo dos 𝑋 e pelas retas 𝑥 =  𝑎 e 𝑥 =  𝑏, sendo 

𝑎 <  𝑏. 

 

 

 Figura 9. Área ou probabilidade delimitada pela curva, pelo eixo-𝑥 e pelas retas 𝑥 =  𝑎 e 𝑥 =  𝑏. 

𝑃(𝑎𝑥𝑏) = áreadaregiãosombreada 
 

  

f(x)

a b x
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FUNÇÃO DE REPARTIÇÃO, FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO OU DISTRIBUIÇÃO DE 

PROBABILIDADES ACUMULADAS [F(X)] 

A função F(x) 

F(𝑥) = P(− < 𝑥 < 𝑥) = P(𝑥𝑥) = ∫ 𝑑𝐹(𝑥)
𝑥

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡) dt

𝑥

−∞

 

que dará a probabilidade de que 𝑋 assuma ou tome qualquer valor menor ou igual a 𝑥.  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) é uma função monotonicamente crescente, que cresce de 0 a 1, e é 

representada por uma curva como na figura a seguir: 

Uma função é monotonicamente crescente quando: Na medida em que procedemos da esquerda 

para a direita, a função de distribuição permanece a mesma, ou aumenta, tomando valores de 0 a 1. 

Traduz-se matematicamente este fato dizendo-se que a função é monotonicamente crescente. 

 

Gráficos de F(x): 

O gráfico genericamente é 

 

 

Figura 10. Função de repartição contínua.  
 

E no caso particular de 𝐹(𝑎) = 𝑃[−𝑥𝑎] 

 

 

Figura 11. Cota de probabilidade acumulada. 
 

F(x)

1

x

0

0

F(x)

F(a)

1

a- 
+ 
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Propriedades da Função de Repartição F(x) 

i) 𝐹(−) = 0 

ii) 𝐹(+) = 1 

iii) 𝐹(𝑎) = 𝑃[−𝑥𝑎] 

 

Exercícios de aplicação 

Exemplo 1. A variável aleatória contínua 𝑥 desse exemplo representa o consumo em gramas de ração 

de crescimento diário, em uma granja avícola. Seja  

𝑓(𝑥) = (
𝐾𝑥   se  0 ≤ 𝑥 ≤  1{ ou se 𝑥 ∈ [0,1]}

0     se 𝑥 < 0 ou 𝑥 >  1{ ou se 𝑥 ∉ [0,1]}
 

Determinar: 

i) K a fim de que 𝑓(𝑥) seja uma função densidade de probabilidade [f.d.p.]. 

ii) O gráfico de 𝑓(𝑥) 

iii) 𝑃 (0 ≤  x ≤  
1

2
) 

iv) 𝐸(𝑥) 

v) 𝑉𝐴𝑅(𝑥) 

vi) 𝑃 (𝑥 =
1

2
) 

vii) 𝐹(𝑥) 

viii) O gráfico de 𝐹(𝑥) 

ix) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  1, ∫ 𝐾𝑥𝑑𝑥 = 1 →  K (
𝑥2

2
)∫ = 1 ∴ 𝐾 = 2

 1

 0

 1

 0

∞

−∞
 

x) 𝑓(𝑥) = (
2𝑥   se  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
0     se x < 0 ou x >  1

 

 

TABELA 13. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE CONTÍNUA DA VARIÁVEL 
ALEATÓRIA X:  CONSUMO EM GRAMAS DE RAÇÃO DE CRESCIMENTO DIÁRIO, EM UMA 
GRANJA AVÍCOLA. 

𝑋 𝑓(𝑥) 

0 0 

1/2 1 

1 2 
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𝑓(𝑥) 

1/2 1

2

0 x

1

 

Figura 12. Área ou densidade sob a curva da distribuição densidade de probabilidade da variável aleatória 
contínua X: consumo em gramas de ração de crescimento diário, em uma granja avícola. 

 

xi) P (0𝑥
2

1
) = ∫    2𝑥𝑑𝑥 =

 1/2

 0
(𝑥2) |

0
1/2

=
1

4
 

xii) E(𝑥) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑥𝑑𝑥
 1

 0
= ∫ 2𝑥2𝑑𝑥

 1

 0
= 2(

𝑥3

3
) |
1
0
=
2

3

 +∞

 −∞
 

xiii) E(𝑥2) = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥22𝑥𝑑𝑥
 1

 0
= ∫ 2𝑥3𝑑𝑥

 1

 0
= 2(

𝑥4

3
) |
1
0
=
1

2
∴

 +∞

 −∞
 

VAR(𝑋) =
1

2
− (

2

3
)
2

=
1

2
−
4

9
=
1

18
 

xiv) P (𝑥 =
2

1
) = ∫    2𝑥d𝑥 =  2 [

𝑥2

2
]

1/2

1/2 1/2

1/2

= 2 [
(1/2)2

2
−
(1/2)2

2
] = 0 

xv) F(x) = ∫ 0𝑑𝑠 = 0, para 𝑥 ≤ 0 
∞

−∞
 

F(x) = ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = ∫ 2𝑠𝑑𝑠
𝑥

0

= 2(
𝑆2

2
)|
0

𝑥

= 𝑆2|0
𝑥 = 𝑥2 −  02=𝑥2 para 0 < 𝑥 <  1

∞

−∞

 

F(x) = ∫ 2sds + ∫ 0d

 𝑥

 1

𝑠 = 2(
𝑆2

2
)|
0

𝑥

= 𝑆2|0
1 = 12 − 02= 1, para 𝑥 ≥  1

 1

 0

 

Logo, 𝐹(𝑥) é dada por: 

viii) F(x) = {
0     se   𝑥 ≤ 0
𝑥2   se   0 <  𝑥 <  1

1     se   𝑥 ≥ 1
 

É importante lembrar a seguinte observação: 
𝑑

𝑑𝑥
𝐹(𝑥) = 2𝑥 para 0 <  𝑥 <  1 

𝐹(𝑋𝑖) 
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1

1

0 Xi 

Figura 13. Gráfico da distribuição de probabilidade acumulada da variável aleatória 𝑋: consumo em 
gramas de ração de crescimento diário, em uma granja avícola. 
 

Exemplo 2. Determine a constante C de modo que a função. 

f(𝑥)  = {𝑐𝑥
2     0 <  𝑥 <  3

0        em caso contrário
 

i) Seja uma função de densidade de probabilidade. 

ii) Calcule 𝑃(1 <  𝑥 <  2) 

iii) Determine a função de distribuição da variável aleatória. 

A resposta: 

i) ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥 = 1 ∴ ∫ c𝑥2d𝑥
 3

 0
=

 ∞

 −∞

c𝑥3

3
]
0

3

= 1 

9𝑐 = 1 ∴     c = 
1

9
 

 

ii)   P(1 < 𝑥 < 2) = ∫
1

9
 𝑥2

 2

 1
𝑑𝑥 =

𝑥3

27
]
1

2

=
8

27
−

1

27
=

7

27
 

 

iii) F(𝑥) = P(𝑥𝑥) = P(− < 𝑥𝑥) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
 𝑥

 −∞
 

 

Se 𝑥 < 0 então 𝐹(𝑥) = 0 

Se 0  𝑥 < 3 então F(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
 𝑥

 0
= ∫

1

9
𝑥2d𝑥

 𝑥

 0
=
𝑥3

27
 

Se 𝑥  3 então 

F(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
 3

 0

+∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
 x

 3

= ∫
1

9
𝑥2d𝑥

 3

 0

+∫ 0d𝑥
 x

 3

= 1 
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Assim a função de distribuição ou de repartição desejada é: 

𝐹(𝑥) =

{
 

 
0     para    𝑥 <  0

𝑥3

27
  para   0 ≤  𝑥 <  3

1     para  𝑥 ≥  3

 

Exemplo 3. Seja 𝑋 o tempo durante o qual um motor elétrico de um sistema de irrigação é usado em 

carga máxima, num certo período de tempo em minutos. A função densidade de probabilidade de 𝑋 é 

dada por: 

𝐹(𝑥) = {

1

15002
𝑥 , se  0 ≤  𝑥 <  1500

1

15002
(3000 − 𝑥),  se  1500 ≤  𝑥 ≤  3000

 

Calcular 𝐸(𝑥), ou seja, o tempo médio em que o equipamento será utilizado em carga máxima. 

𝐸(𝑥) = ∫
1

15002
𝑥 ∙ 𝑥d𝑥

 1500

 0

+∫
1

15002
(3000 − 𝑥)∙𝑥d𝑥

 3000

 1500

 

𝑬(𝑥) =
1

15002
{(
𝑥3

3
) |

1500

0
 + (1500𝑥2 −

𝑥3

3
|
3000
1500

} = 1500 minutos 

 

Graficamente temos:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 14. Curva da distribuição densidade de probabilidade do tempo 𝑋 durante o qual um motor 
elétrico de um sistema de irrigação é usado em carga máxima, num certo período de tempo em minutos. 
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MEDIDAS CARACTERÍSTICAS DAS DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADES 

Esperança matemática ou valor esperado ou média de uma variável aleatória 

 

𝐸(𝑋) = 𝜇(𝑋) = 𝜇𝑋 = 𝜇 = 𝑚 

Para variável aleatória discreta 

Para uma variável aleatória discreta 𝑋 que pode tomar os valores 𝑋1, … , 𝑋𝑛 com as respectivas 

probabilidades 𝑃1, … , 𝑃𝑛, defini-se a esperança de 𝑋 como: 

𝐸(𝑋) = X1P1 + X2P2… . . +XnPn =∑𝑋𝑖

𝑛

i = 1

𝑃𝑖 

Sob o ponto de vista científico a esperança matemática corresponde ao que se espera que 

aconteça, em média. 

A esperança matemática pode ser pensada como uma média aritmética ponderada, senão vejamos: 

𝐸(𝑥) = 𝑥1𝑓(𝑥1) + 𝑥2𝑓(𝑥2) +⋯+ 𝑋𝑛𝑓(𝑥𝑛) ou 𝐸(𝑥) = 
=

n

1  i

𝑋𝑖𝑓(𝑥𝑖) 

Isto é, 𝐸(𝑥) é a média ponderada dos possíveis valores de 𝑋𝑖 cada um ponderado por sua 

probabilidade. 

Existe uma interpretação física para a média e a variância. Suponha que, em cada ponto 𝑋𝑖 dos 

eixos dos 𝑋, seja colocada uma quantidade de massa [𝑓(𝑥𝑖) = 𝑃(𝑥𝑖)]. Então, a média é o centro de 

gravidade do sistema e a variância, o momento de inércia do sistema. 

 

Esperança condicional {𝑬[(𝒀/𝑿)]} 

A esperança condicional da variável aleatória discreta 𝑌 dada a variável aleatória 𝑋, que 

denotaremos por 𝐸[(𝑌/𝑋)], é a função cujo valor para 𝑋 =  𝑥 é dada por: 

𝐸[(𝑌/𝑋)] = ∑𝑌𝑃(𝑌 = 𝑦/𝑋 = 𝑥)

𝑦

 

onde a soma se estende a todos os valores da variável 𝑌. E a definição é análoga para 𝑬[(𝒀/𝑿)]. 

 

Para variável aleatória continua 

Para uma variável aleatória contínua X, com função de densidade de probabilidade, define-se a 

esperança como: 

Se P(𝑎 ≤ X ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥
b

𝑎
, então 𝑥 é considerada uma variável aleatória contínua. 

A esperança matemática de 𝑥, simbolizada por [𝐸(𝑥)] é definida por:  
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 E(𝑥) = ∫𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ℜ

 ou ∫ 𝑥f(𝑥)d𝑥
 ∞

 -∞

 

Pode acontecer que esta integral (imprópria) não convirja. Consequentemente diremos que E(𝑥) 

existirá se e somente se  ∫  |𝑥|𝑓(𝑥)d𝑥
 ∞

 -∞
 for finita. 

 

Esperança condicional ou média condicional {𝑬[(𝒀/𝑿)]} 

A esperança condicional, ou média condicional, de 𝑌 dado 𝑋 =  𝑥 é definida por: 

𝐸[(𝑌/𝑋)] = ∫ 𝑌𝑓(𝑌/𝑋) 
+∞

−∞

𝑑𝑦 

E definição análoga para 𝐸[(𝑋/𝑌)]. 

Verifica-se que a esperança condicional de 𝑌 dado 𝑋 =  𝑥 é a esperança de 𝑌 com relação à 

distribuição condicional de 𝑌 dado 𝑋 =  𝑥. Em geral, quando falamos da esperança condicional de 𝑌 

dado 𝑋, nos referimos à variável aleatória 𝐸[(𝑌/𝑋)] que para 𝑋 =  𝑥 tem o valor dado pela expressão 

𝐸[(𝑌/𝑋 = 𝑥)]. 

 

Propriedades da esperança matemática 

1) 𝐸(𝐾) = 𝐾, sendo 𝐾 uma constante 

2) 𝐸(𝐾𝑋) = 𝐾𝐸(𝑋), sendo 𝐾 uma constante 

3) 𝐸(𝑋 ± 𝐾) = 𝐸(𝑋) ± 𝐾 

4) 𝐸(𝑋 ± 𝑌) = 𝐸(𝑋) ± 𝐸(𝑌) 

5) 𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌). Se 𝑋 e 𝑌 são independentes. 

6) 𝐸[(𝑋 − 
𝑥
)] = 𝐸(𝑋)– 𝐸[

𝑋
] = 

𝑥
–

𝑥
= 0, isto é a média ou esperança de uma 

variável aleatória centrada na média é sempre nula. 

 

Dedução das propriedades da esperança matemática: Propriedades da Esperança Matemática 

𝑬(𝑿) = 𝝁(𝑿) = 𝝁𝑿 = 𝝁 = 𝒎 

(1) A média de uma constante é igual a própria constante 

Sendo 𝐾 uma constante, então: 𝐸(𝐾) = 𝐾, pois temos que: 𝐸(𝐾) = [(𝐾𝑃1) + (𝐾𝑃2) +⋯+

(𝐾𝑃𝑛)] = 𝐾(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛) = (𝐾)(1), pois, (P1 + P2 +⋯+ Pn) = ∑ 𝑃(𝑋𝑖)
𝑛
𝑖=1 =1. 

(2) Se multiplicarmos os valores de uma variável aleatória por uma constante, a média fica 

multiplicada por essa constante 

𝐸(𝐾𝑋) = 𝐾𝐸(𝑋) 

(2.1) Para o caso de variáveis aleatórias discretas temos que: 
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𝐸(𝐾𝑋) =∑𝐾𝑋𝑖𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐾∑𝑋𝑖𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐾𝐸(𝑋) 

(2.2) Para o caso de variáveis aleatórias contínuas temos que: 

𝐸(𝐾𝑋) = ∫ 𝐾𝑋𝑓(𝑋)
+∞

−∞

𝑑𝑋 = 𝐾∫ 𝑋𝑓(𝑋)𝑑𝑋 = 𝐾𝐸(𝑋)
+∞

−∞

 

(3) Se somarmos ou subtrairmos um valor constante e arbitrário aos valores de uma variável aleatória, 

a média fica somada ou diminuída dessa mesma constante 

𝐸(𝑋  𝐾) = 𝐸(𝑋)  𝐾 

Demonstraremos o caso de 𝐸(𝑋 + 𝐾), mas ressaltando que vale para 𝐸(𝑋 − 𝐾): 

E(X + K) = ∑ (𝑋𝑖 +𝐾). 𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑋𝑖 . 𝑃𝑖

𝑛
𝑖=1 +  𝐾∑ 𝑃𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝐸(𝑋) + 𝐾, 

pois ∑ 𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1. 

(4) A média de uma soma ou diferença de variáveis aleatórias é igual à soma ou diferença das médias 

dessas variáveis  

𝐸(𝑋  𝑌) = 𝐸(𝑋)  𝐸(𝑌) 

(4.1) Para o caso de variáveis aleatórias discretas temos que: 

 Suponhamos que as variáveis 𝑋 e 𝑌 são definidas para o conjunto de valores 𝑋1, 𝑋2, …𝑋𝑚, e 

𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛. Indicaremos por 𝑃(𝑋𝑖, 𝑌𝑗). A probabilidade de ocorrerem simultaneamente 𝑋𝑖e 

𝑌𝑗(𝑖 = 1,2,… ,𝑚; 𝑗 = 1,2,… , 𝑛). Assim 𝑃(𝑋1𝑌2) indica a probabilidade de ocorrer 𝑋1 com 𝑌2, 𝑃(𝑋2𝑌1) 

a probabilidade de ocorrer 𝑋2  com 𝑌1, etc. 

Pela definição de esperança matemática, podemos escrever: 

𝐸(𝑋 + 𝑌) = (𝑋1 + 𝑌1)𝑃(𝑋1, 𝑌1) + (𝑋1 + 𝑌2)𝑃(𝑋1, 𝑌2) + ⋯+ (𝑋1 + 𝑌𝑛)𝑃(𝑋1, 𝑌𝑛)

+ (𝑋2 + 𝑌1)𝑃(𝑋2, 𝑌1) + (𝑋2 + 𝑌2)𝑃(𝑋2, 𝑌2) +⋯+ (𝑋2 + 𝑌𝑛)𝑃(𝑋2, 𝑌𝑛) +⋯

+ (𝑋𝑚 + 𝑌1)𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1) + (𝑋𝑚 + 𝑌2)𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2) +⋯+ (𝑋𝑚 + 𝑌𝑛)𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌𝑛) 

Esta soma pode ser colocada sob a seguinte forma: 

E(X + Y)  =  𝑋1[P(𝑋1, 𝑌1)  +  P(𝑋1, 𝑌2)  +   …+  P(𝑋1, 𝑌𝑛)] +  𝑋2[𝑃(𝑋2, 𝑌1)  +  𝑃(𝑋2, 𝑌2)  +  …

+  𝑃(𝑋2, 𝑌𝑛)]  +  … + 𝑋𝑚[𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1)  +  𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2)  +  … +  𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌𝑛)]  

+  𝑌1[𝑃(𝑋1, 𝑌1)  +  𝑃(𝑋2, 𝑌1)  + …+  𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1)]  +  𝑌2[𝑃(𝑋1, 𝑌2)  +  𝑃(𝑋2, 𝑌2)  

+  … +  𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2)]  +  … + 𝑌𝑛[𝑃(𝑋1, 𝑌𝑛)  +  𝑃(𝑋2, 𝑌𝑛)]  +  … +  𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌𝑛)] 

Mas pelo teorema da soma de probabilidades temos: 

𝑃1 = 𝑃(𝑋1) = 𝑃(𝑋1, 𝑌1) + 𝑃(𝑋1, 𝑌2) +⋯+ 𝑃(𝑋1, 𝑌𝑛) 

𝑃2 = 𝑃(𝑋2) = 𝑃(𝑋2, 𝑌1) + 𝑃(𝑋2, 𝑌2) + ⋯+ 𝑃(𝑋2, 𝑌𝑛) 

 

……………………………………………………. 

𝑃𝑚 = 𝑃(𝑋𝑚) = 𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1) + 𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2) +⋯+ 𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌𝑛) 
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𝑞1 = 𝑃(𝑌1) = 𝑃(𝑋1, 𝑌1) + 𝑃(𝑋2, 𝑌1) +⋯+ 𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1) 

𝑞2 = 𝑃(𝑌2) = 𝑃(𝑋1, 𝑌2) + 𝑃(𝑋2, 𝑌2) + ⋯+ 𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2) 

………………………………………………………. 

𝑞_𝑛 =  𝑃(𝑌_𝑛)  =  𝑃(𝑋_1, 𝑌_𝑛)  +  𝑃(𝑋_2, 𝑌_𝑛)  + … +  𝑃(𝑋_𝑚, 𝑌_𝑛) 

Sendo assim temos que: 

𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝑋1𝑃(𝑋1) + 𝑋2𝑃(𝑋2) + ⋯+ 𝑋𝑚𝑃(𝑋𝑚) + 𝑌1𝑃(𝑌1) + 𝑌2𝑃(𝑌2) + ⋯+ 𝑌𝑛𝑃(𝑌𝑛) 

𝐸(𝑋 + 𝑌)  =  𝐸(𝑋)  +  𝐸(𝑌) 

(4.2) Para o caso de variáveis aleatórias contínuas essas propriedades são válidas de forma 

semelhante: 

A média do produto de duas variáveis aleatórias independentes é igual ao produto das médias 

dessas variáveis. Sendo assim temos 

𝐸 (𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

(5) Para o caso de variáveis aleatórias discretas temos que: 

Para o caso do produto de duas variáveis aleatórias, consideramos as variáveis 𝑋 e 𝑌, definidas 

para os conjuntos de valores abaixo. 

𝑋1, 𝑋2, …𝑋𝑚, e 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛. 

Sendo assim a esperança matemática do produto de duas variáveis aleatórias é definida por.  

𝐸(𝑋𝑌) = 𝑋1𝑌1𝑃(𝑋1, 𝑌1) + 𝑋1𝑌2𝑃(𝑋1, 𝑌2) +⋯+ 𝑋1𝑌𝑛𝑃(𝑋1, 𝑌𝑛) + 𝑋2𝑌1𝑃(𝑋2, 𝑌1) + 𝑋2𝑌2𝑃(𝑋2, 𝑌2)

+ ⋯+ 𝑋2𝑌𝑛𝑃(𝑋2, 𝑌𝑛) + ⋯+⋯+ 𝑋𝑚𝑌1𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌1) + 𝑋𝑚𝑌2𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌2) +⋯

+ 𝑋𝑚𝑌𝑛𝑃(𝑋𝑚 , 𝑌𝑛) 

onde 𝑃(𝑋𝑖, 𝑌𝑗) é a probabilidade de ocorrerem simultaneamente 𝑋𝑖  e 𝑌𝑗 (𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 ;  𝑗 =

1,2, . . . , 𝑛). 

Nesse caso temos que impor a condição de que os eventos sejam independentes. Para isto 

devemos ter 𝑃(𝑋𝑖, 𝑌𝑗) = 𝑃(𝑋𝑖)𝑃(𝑌𝑗), onde  𝑃(𝑋𝑖)e 𝑃(𝑌𝑗) são as probabilidades individuais ou marginais 

de ocorrerem um particular valor de 𝑋 ou de 𝑌, respectivamente. Obtém-se assim: 

𝐸(𝑋𝑌) = 𝑋1𝑌1𝑃(𝑋1)𝑃(𝑌1) + 𝑋1𝑌2𝑃(𝑋1)𝑃(𝑌2) +⋯+ 𝑋1𝑌𝑛𝑃(𝑋1)𝑃(𝑌𝑛) + 𝑋2𝑌1𝑃(𝑋2)𝑃(𝑌𝑛)

+ 𝑋2𝑌2𝑃(𝑋2, 𝑌2) + ⋯+ 𝑋2𝑌𝑛𝑃(𝑋2)𝑃(𝑌𝑛) + ⋯+⋯+ 𝑋𝑚𝑌1𝑃(𝑋𝑚)𝑃(𝑌1)

+ 𝑋𝑚𝑌2𝑃(𝑋𝑚)𝑃(𝑌2) +⋯+ 𝑋𝑚𝑌𝑛𝑃(𝑋𝑚)𝑃(𝑌𝑛) 

Esta expressão pode ser colocada na seguinte forma. 

E(XY)  =  𝑋1P(𝑋1)[(𝑌1)P(𝑌1)  +  𝑌2P(𝑌2)  +  …   + 𝑌𝑛P(𝑌𝑛)] +   𝑋2𝑃(𝑋2)[𝑃(𝑌1)  +  𝑌2𝑃(𝑌2)  

+  … + 𝑌𝑛𝑃(𝑌𝑛)] +  … + … + 𝑋𝑚𝑃(𝑋𝑚)[𝑌1 𝑃(𝑌1)  + 𝑌2 𝑃(𝑌2)  +  … + 𝑌𝑛𝑃(𝑌𝑛)  

𝐸(𝑋𝑌)  =  [𝑋1 𝑃(𝑋1)  +  𝑋2 𝑃(𝑋2)  + … + 𝑋𝑚 𝑃(𝑋𝑚)][𝑌1 𝑃(𝑌1)] + 𝑌2 𝑃(𝑌2)  +  … + 𝑌𝑛 𝑃(𝑌𝑛)]  
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𝐸(𝑋𝑌)  =  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

(5.1) Para o caso de variáveis aleatórias contínuas essas propriedades são válidas de forma 

semelhante: 

A média de uma variável aleatória centrada é zero ou nula, isto é, 𝐸 (𝑒𝑟𝑟𝑜) = 𝐸[(𝑋 −  𝜇 )]  =

 0. 

(5.2) Para o caso de variáveis aleatórias discretas temos que: 

𝐸(𝑒) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)] = (𝑋1 − 𝜇)𝑃1 + (𝑋2 − 𝜇)𝑃2 +⋯+ (𝑋𝑛 − 𝜇)𝑃𝑛  

𝐸(𝑒) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)] = [(𝑋1𝑃1) + (𝑋2𝑃2) +⋯+ (𝑋𝑛𝑃𝑛)]–𝜇(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛), e como, 

[(𝑋1𝑃1) + (𝑋2𝑃2) +⋯+ (𝑋𝑛𝑃𝑛)] = 𝐸(𝑋) = 𝜇, 𝑒(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑛) = 1, 

        Temos finalmente que: 𝐸(𝑒)  =  𝜇 − 𝜇 =  0. 

(5.3) Para o caso das variáveis aleatórias contínuas o procedimento é semelhante. Então fica 

assim: 

E(e)  =  ∫ (𝑋 − 𝜇)
+∞

−∞

𝑑𝑃 = ∫ 𝑋𝑑𝑃 − 𝜇∫ 𝑑𝑃
+∞

−∞

+∞

−∞

 

E como ∫ 𝑋
+∞

−∞
𝑑𝑃 = 𝜇,  ∫ 𝑑𝑃

+∞

−∞
= 1, obtemos finalmente que:    

𝐸(𝑒)  =  𝜇 − 𝜇 =  0 

como no caso anterior. 

(6) 𝐸(𝑒1)𝐸(𝑒2) = 0 

Sendo 𝑋1 e 𝑋2 duas variáveis casuais independentes, de médias 𝜇1 e 𝜇2, os desvios 

correspondentes são: 𝑒1 = 𝑋1– 𝜇1, e 𝑒2 = 𝑋2– 𝜇2, e já sabemos que  

𝐸(𝑒1) = 𝐸(𝑋1)–𝐸(𝜇1) = 𝜇1 − 𝜇1 = 0 e que  e2 = 𝐸(𝑋2)– 𝐸(𝜇2) = 𝜇2– 𝜇2 = 0 

Demonstraremos que 𝐸(𝑒1𝑒2) = 0. 

Com efeito, pelo teorema da esperança matemática do produto, temos: 

𝐸(𝑒1𝑒2)  =  𝐸(𝑒1)𝐸(𝑒2)  =  (0)(0)  =  0 

 

(6.1) Funções de variáveis aleatórias 

Seja 𝑋 uma variável aleatória. Então 𝑌 = 𝑔(𝑋) é também uma variável aleatória, ou seja, o caso 

agora é de uma variável aleatória que depende de 𝑋, por exemplo 𝑔(𝑋) = 𝑋2 ou 𝑔(𝑋) = (𝑋 − µ)2 

segue-se que: 

𝑃(𝑌 = 𝑦) ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥)

[𝑥\𝑔(𝑥)=𝑦]

 

O valor esperado ou esperança matemática de 𝑔(𝑋) também pode ser obtido a partir da função 

de probabilidade ou de densidade de probabilidade de 𝑋.  
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(6.1.1) Esperança matemática ou média para a função de variável aleatória 𝑔(𝑋) de uma variável 

aleatória discreta 𝑋 ( ) E g X   . 

Seja X uma variável aleatória discreta com função de probabilidade 𝑓(𝑋) = 𝑃(𝑋𝑖), então  

 

𝐸[𝑔(𝑋)] = 𝑔(𝑥1)𝑓(𝑥1) + 𝑔(𝑥2)𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑔(𝑥𝑛)𝑓(𝑥𝑛) 

𝐸[𝑔(𝑋)] =∑𝑔(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) 

(6.1.2) Esperança matemática ou média para a função de variável aleatória 𝑔(𝑋) de uma variável 

aleatória contínua 𝑋 ( ) E g X   .  

Se 𝑋 é uma variável aleatória contínua com função densidade de probabilidade 𝑓(𝑋), então. 

𝐸[𝑔(𝑋)] = ∫ 𝑔(𝑥)
+∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

VARIÂNCIA {VAR(𝒙)  =  V(𝒙)  =  Σ(𝒙)
𝟐 = 𝝈𝟐} 

Define-se variância de uma variável aleatória como sendo. 

(1) Variável aleatória discreta  

𝜎(𝑥)
2 = 𝐸[(𝑥𝑖 − 𝜇)

2] =   Σ𝑥𝑖
2 . P(𝑥𝑖) - μ

2 =  E(𝑥𝑖
2) - μ2 

onde 

{𝐸(𝑥2)  =  ∑ 𝑥𝑖
2𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

i = 1

, m =  𝜇 = 𝐸(𝑥) 

 m =  𝜇 = 𝐸(𝑥) 

𝜎(𝑥)
2 = 𝐸[(𝑥 − )2] = 𝐸(𝑥2)– [𝐸(𝑥)]2 

(2) Variável aleatória contínua 

𝜎(𝑥)
2 =  E[(𝑥 − 𝜇)2] = ∫ (𝑥 − 𝜇)2𝑓(𝑥)dx =

 +∞

 -∞

∫ 𝑥2𝑓(𝑥)d𝑥− 𝜇2 
 +∞

 -∞

 

onde 

 {𝐸(𝑥2)  =  ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)dx

 +∞

 -∞

 

𝑉(𝑥) = 𝜎(𝑥)
2 = 𝐸(𝑥2)– [𝐸(𝑥)]2 
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Propriedades da variância 

a) 𝑉(𝐾)  =  0, sendo 𝐾 uma constante 

b) 𝑉(𝐾𝑋) = 𝐾2𝑉(𝑋), sendo 𝐾 uma constante 

c) 𝑉(𝑋 ±  𝐾)  =  𝑉(𝑋), sendo 𝐾 uma constante 

d) 𝑉(𝑋 ±  𝑌)  =  𝑉(𝑋) +  𝑉(𝑌), se 𝑋, 𝑌 são variáveis aleatórias independentes. 

e) 𝑉(𝑋 ±  𝑌)  =  𝑉(𝑋) +  𝑉(𝑌)  ±  2. 𝐶𝑂𝑉. (𝑋, 𝑌), se 𝑋, 𝑌 são variáveis aleatórias 

dependentes. 

 

Dedução das propriedades da variância: Propriedades da Variância [𝑽(𝑿)] = 𝑽𝒂𝒓(𝑿) =

𝝈(𝑿)𝟐 = 𝝈𝑿𝟐 = 𝝈𝟐 

(a) A variância de uma constante é nula 

𝑉𝑎𝑟(𝐾) = 0, 𝑉𝑎𝑟(𝐾) = 𝐸[𝐾 − 𝐸(𝐾)]2 = 𝐸[𝐾 − 𝐾]2 = 𝐸(𝐾2)– [𝐸(𝐾)]2 

𝐸(𝐾2) =∑𝐾2𝑃(𝐾) =

𝑛

𝑖=1

𝐾2∑𝑃(𝐾) = 𝐾2 ∙ 1 = 𝐾2
𝑛

𝑖=1

 

[𝐸(𝐾)] =∑𝐾𝑃(𝐾) = 𝐾∑𝑃(𝐾) = 𝐾 ∙ 1 = 𝐾

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

  

então 

𝑉𝑎𝑟(𝐾) = 𝐾2– [𝐾]2 = 𝐾2–𝐾2 = 0 

(b) Se for multiplicado todos os valores de uma variável aleatória por uma constante, sua variância 

fica multiplicada pelo quadrado dessa constante. 

Com efeito temos 

𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑋) = 𝐸{[(𝐾𝑋 − 𝐸(𝑋)]^2}, 

Onde 

𝐸(𝐾𝑋)  =  𝐾𝐸(𝑋)  =  𝐾𝜇, 

portanto: 

𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑋) = 𝐸[𝐾𝑋 − 𝐸(𝐾𝑋)]2 = 𝐸[𝐾𝑋 − 𝐾𝐸(𝑋)]2 = 𝐸𝐾[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 = 𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑋)

= 𝐸𝐾2[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 = 𝐾2 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2⏟        
𝑉𝑎𝑟(𝑋)

 

logo, 

𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑋) = 𝐾2𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

 

(c) Se somarmos ou subtrairmos uma constante aos valores de uma variável aleatória, sua variância 

permanece inalterada 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖  𝐾)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖 + 𝐾)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖)  +  𝑉𝑎𝑟(𝐾) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖 + 𝐾)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖)  +  0, 

como 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋), 

temos que: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖 + 𝐾)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

 

(d) A variância de uma soma ou diferença de variáveis aleatórias independentes é igual à soma das 

variâncias dessas variáveis 

𝑉𝑎𝑟 (𝑋 +  𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟 (𝑋)  +  𝑉𝑎𝑟(𝑌), 

se X e Y são variáveis casuais independentes mostraremos que 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋)  + 𝑉𝑎𝑟(𝑌), 

de fato: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝐸[(𝑋 + 𝑌–𝜇)]2, 

onde 

𝜇 = 𝐸[𝑋 + 𝑌] = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) = 𝜇1 + 𝜇2, 

onde: 

𝜇1 = 𝐸(𝑋) e 𝜇2 = 𝐸(𝑌). 

Temos, pois, com 

𝑒1 = 𝑋 − 𝜇1𝑒𝑒2 = 𝑌 − 𝜇2 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝐸[(𝑋 + 𝑌 − 𝜇1 − 𝜇2)
2] 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝐸[(𝑒1 + 𝑒2)
2] 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)  =  𝐸[(𝑒1
2 + 2𝑒1𝑒2 + 𝑒2

2 )] = 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)  =  𝐸(𝑒1
2)  +  2𝐸(𝑒1)𝐸(𝑒2)]  +  𝐸(𝑒2

2) = 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑋)  +  𝑉𝑎𝑟(𝑌), 

pois, como foi visto, temos sempre que, 

𝐸(𝑒1) = 𝐸(𝑒2) = 0 

Esta propriedade pode ser facilmente generalizada para o caso da soma de “n” variáveis aleatórias 

independentes. Obtemos então: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋1 + 𝑋2 +⋯+𝑋𝑛) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋1) + 𝑉𝑎𝑟(𝑋2) +⋯+ 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑛) 

Já este teorema, por sua vez, pode ser combinado com o anterior, para fornecer a variância de 

uma função linear de variáveis aleatórias independentes, da seguinte forma: 
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𝑉𝑎𝑟(𝐾1𝑋1 +𝐾2𝑋2 +⋯+ 𝐾𝑛𝑋𝑛) = 𝑉𝑎𝑟(𝐾1𝑋1) + 𝑉𝑎𝑟(𝐾2𝑋2) +⋯+ 𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑛𝑋𝑛)

= 𝐾1
2𝑉𝑎𝑟(𝑋1) + 𝐾2

2𝑉𝑎𝑟(𝑋2) +⋯+𝐾𝑛
2𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑛) 

Se essas variâncias forem todas iguais, isto é, se tivermos: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋1) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋2) = ⋯ = 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑛) = 𝜎
2, 

obteremos o seguinte: 

𝑉𝑎𝑟(𝐾1𝑋1) + 𝑉𝑎𝑟(𝐾2𝑋2) +⋯+ 𝑉𝑎𝑟(𝐾𝑛𝑋𝑛) = (𝐾1
2 +𝐾2

2 +⋯+𝐾𝑛
2)𝜎2 = 𝜎2∑𝐾2

𝑛

𝑖=1

 

Como caso particular temos o da variância da média aritmética. 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟 (
𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛

𝑛
) =∑

1

𝑛2

𝑛

𝑖=1

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) =
𝑛

𝑛2
𝜎2 =

𝜎2

𝑛
 

(e) 𝑉𝑎𝑟(𝑋 − 𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟 (𝑋)  +  𝑉𝑎𝑟(𝑌), se 𝑋 e 𝑌 são independentes. 

Prova: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 − 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + (−1)2𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) 

(e.1) Se 𝑋 e 𝑌 não são variáveis aleatórias independentes, então, 

𝑉𝑎𝑟 (𝑋  𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟 (𝑋)  +  𝑉𝑎𝑟 (𝑌)   2[𝐸(𝑋𝑌)𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)⏟          
𝐶𝑂𝑉𝐴𝑅𝐼Â𝑁𝐶𝐼𝐴

] 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝐸[(𝑋 + 𝑌) − 𝐸(𝑋 + 𝑌)]2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋)) + (𝑌 − 𝐸(𝑌))]
2
= 𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)

= 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 + [𝑌 − 𝐸(𝑌)]2 + 2[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)] = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)

= 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 + 𝐸[𝑌 − 𝐸(𝑌)]2 + 2𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)] = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌)

= 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

 

  (e.2) 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖 − 𝜇) =
(𝑛−1)

𝑛
𝜎2 

Consideremos o desvio, erro, afastamento, discrepância ou resíduo: 𝑒1 = (𝑋1 − 𝑋1), em relação 

à média aritmética. Qual será a sua variância? Então vejamos. 

Temos: 

𝑒1 = 𝑋1 − 𝑋 = 𝑋1 −
(𝑋1+𝑋2+⋯𝑋𝑛)

𝑛
=
(𝑛−1)

𝑛
𝑋1 −

1

𝑛
𝑋2 −⋯−

1

𝑛
𝑋𝑛, 

logo: 

𝑉𝑎𝑟(𝑒1) = (
𝑛 − 1

𝑛
)
2

𝑉𝑎𝑟(𝑋1) + (
1

𝑛
)
2

𝑉𝑎𝑟(𝑋2) + ⋯+ (
1

𝑛
)
2

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑛) 

Se tivermos 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 𝜎
2, para 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛, obteremos: 
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𝑉𝑎𝑟(𝑒1) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋1 − 𝑋) = (
𝑛 − 1

𝑛
)
2

𝜎2 + (
𝑛 − 1

𝑛2
)𝜎2 = (

𝑛 − 1

𝑛
)𝜎2 

Por outro lado, pela definição de variância temos: 

𝑉𝑎𝑟(𝑋1 − 𝑋) = 𝐸 {[(𝑋1 − 𝑋) − (𝐸(𝑋1 − 𝑋)]
2
} = 𝐸 (

𝑛 − 1

𝑛
𝑋1 −

1

𝑛
𝑋2 −⋯−

1

𝑛
𝑋𝑛) = 

= (
𝑛 − 1

𝑛
)𝐸(𝑋1) − (

1

𝑛
)𝐸(𝑋2) − ⋯− (

1

𝑛
)𝐸(𝑋𝑛) 

Suponha que para todas as variáveis aleatórias 𝑋𝑖 , com 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛, temos 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇 , 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 𝜎
2. 

Então fica assim: 

𝐸(𝑋1 − 𝑋) = (
𝑛 − 1

𝑛
) 𝜇 − (

𝑛 − 1

𝑛
) 𝜇 = 0, 

𝑉𝑎𝑟(𝑋1 − 𝑋) = 𝐸 [(𝑋1 − 𝑋)
2
], 

Logo tem-se: 

𝐸 [(𝑋1 − 𝑋)
2
] = (

𝑛 − 1

𝑛
)𝜎2 

Como é sabido que a fórmula da variância de um conjunto de valores é dada pela equação a 

seguir, sendo assim temos: 

𝑆2 =
∑ (𝑋𝑖−𝑋)

2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
, 

Pela demonstração acima verifica-se que: 

𝐸(𝑆2) = (
1

𝑛 − 1
)𝐸 [∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
𝑛

𝑖=1

] = (
1

𝑛 − 1
)∑𝐸[𝑋𝑖 − 𝑋]

2
= (

1

𝑛 − 1
)𝑛 (

𝑛 − 1

𝑛
)𝜎2 = 𝜎2

𝑛

𝑖=1

 

 

(i) 𝑉𝑎𝑟(∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑖) + 2.∑ 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑌𝑗

𝑛
𝑖<𝑗

𝑛
𝑖=1 ), para 𝐸(𝑋𝑖

2 )  <  ∞ , sendo 1 ≤

 𝑖 ≤  𝑛   

(ii) 𝑉𝑎𝑟(𝑎𝑋  𝑏) = 𝑎2𝑉𝑎𝑟(𝑋), se 𝑎 e 𝑏  são constantes.  

Demonstração: 

𝑉𝑎𝑟 ( 𝑎𝑋   𝑏)  =  𝑉𝑎𝑟(𝑎𝑋) +  𝑉𝑎𝑟(𝑏)   2𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋, 𝑏) 

Como 

𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋, 𝑏)  =  𝐸{[𝑎𝑋 –  𝐸(𝑎𝑋)][𝑏 − 𝐸(𝑏)]}  =  0, 

temos enfim que, 

𝑉𝑎𝑟(𝑎𝑋  𝑏) = 𝑎2𝑉𝑎𝑟(𝑋) 
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DESVIO PADRÃO [𝑫.𝑷.= (𝑿) = 𝒙] 

O desvio padrão de uma variável aleatória é definido como a raiz quadrada positiva da variância, 

isto é (𝑥) = √VAR(𝑋). 

 

Exercício de aplicação 

Exercício 1. Um experimento aleatório consiste em colocar para germinar duas sementes de 

algodão herbáceo. Seja o espaço amostral referente a esse ensaio: 

S = {(G,G); (G,Ḡ); (�̄�,G); (�̄�,Ḡ)} 

𝑋 =  Número de sementes que germinará 

𝑋 =  {0, 1, 2}  

TABELA 4. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DA VARIÁVEL ALEATÓRIA DISCRETA 

𝑋: DUAS SEMENTES DE ALGODÃO. 

𝑋 0 1 2 Soma 

𝑃(𝑋) 

4

1
 

4

2
 

4

1
 0,1

4

4
=  

 

(i) Calcular a esperança matemática ou o número médio de sementes [𝐸(𝑥)] da Distribuição. 

 𝑋 𝑃(𝑋) 𝑋𝑃(𝑋) 𝑋2 𝑋2𝑃(𝑋) 

 0 1/4 0 0 0 

 1 2/4 2/4 1 2/4 

 2 1/4  2/4 4 4/4 

 - - 1,0 - 6

4
 = 1,5 

 

𝐸(𝑋)  =  0 ∙
1

4
+ 1 ∙

2

4
+ 2 ∙

1

4
= 1,0 

𝐸(𝑥)  =  1,0 sementes. Isto significa que se for colocado pra germinar duas sementes de algodão em um 

grande número de ensaios, espera-se que germine em média uma semente. 

 

(ii) Calcular a variância [𝑉(𝑥)] da Distribuição. 

𝐸(𝑥2) = 02 ∙
1

4
+ 12 ∙

2

4
+ 22 ∙

1

4
=
2

4
+
4

4
=
6

4
= 1,5 
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𝑉(𝑥) = 1,5– (1,0)2 = 0,5 

𝑉(𝑥) = 0,5(𝑠𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒)2 

(iii) Calcular o desvio padrão (𝑥) da Distribuição. 

𝜎𝑥 = √𝑉(𝑥) = √0,5 = 0,707 semente. Este valor deve ser comparado com outro valor de uma outra 

distribuição semelhante, o que for menor apresenta menor variabilidade ou maior homogeneidade. 

 

Exercício 2. Qual seria o preço a pagar (preço justo) por uma rifa que nos dará um primeiro prêmio no 

valor de R$ 25.000,00, com a probabilidade de 0,0001 e, um segundo prêmio, no valor de R$ 10.000,00 

com a probabilidade de 0,0002? 

𝐸(𝑥)  =  25,000 . 0,0001 +  10.000 . 0,0002 =  𝑅$ 4,50 

Exercício 3. Um jogador lança um dado. Se aparecerem os números 1,2 ou 3, recebe R$ 10,00. Se no 

entanto, aparecer 4 ou 5, recebe R$ 5,00. Se aparecer 6 ganha R$ 20,00. Qual o ganho médio do jogador? 

 

TABELA 5. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DA VARIÁVEL ALEATÓRIA 𝑋: 
VALORES EM REAIS. 

𝑋 10 10 10 5 5 20 

Faces  1 2 3 4 5 6 

𝑃(𝑥) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

 

𝐸(𝑥)  =  10 .
1

6
+ 10 .  

1

6
+ 10 . 

1

6
+ 5 .

1

6
+ 5 .

1

6
+ 20 .

1

6
 

𝐸(𝑥)  =  10(3/6)  +  5(2/6)  +  20(1/6) 

𝐸(𝑥)  =  
30

6
+
10

6
+
20

6
=
60

6
= 10 

𝐸(𝑥)  =  𝑅$ 10,00 

 

Exercício 4. Qual seria o preço a pagar (preço justo) por uma rifa que nos dará um primeiro prêmio no 

valor de R$ 5.000,00, com probabilidade de 0,0001, e um segundo prêmio, no valor de R$ 1.000,00 com 

a probabilidade de 0,0002? 

𝐸(𝑥)  =  5.000 . 0,0001 +  10.000 . 0,0002  

𝐸(𝑥)  =  0,5 +  0,2 =  𝑅$ 0,70 

Exercício 5. Ao realizar uma operação financeira um investigador possui 75% de probabilidade de 

ganhar R$ 50.000,00 e 25% de probabilidade de perder R$ 30.000,00. Qual sua esperança de lucro ou sua 

esperança matemática? 
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𝐸(𝑥)  =  50.000,00 ∙
75

100
+ (−30.000) ∙

25

100
 

𝐸(𝑥)  =  37.500 + (−7500) 

𝐸(𝑥)  =  𝑅$ 30.000,00 

 

Exercício 6.  Determine a esperança de soma de pontos obtidos na jogada de um par de dados. 𝑆 =

 {(1,1), (1,2), . . . (6,6)} 

Sejam 𝑋 e 𝑌 os pontos que aparecem nas faces dos dois dados. Temos 

𝐸(𝑥)  =  E(𝑦)  =  1 (
1

6
) + 2 (

1

6
) + 3 (

1

6
) + 4 (

1

6
) + 5 (

1

6
) + 6 (

1

6
) 

𝐸(𝑥) = 𝐸(𝑦) =  
1

6
+
2

6
+
3

6
+
4

6
+
5

6
+
6

6
=
21

6
=
7

2
 

𝐸(𝑥 + 𝑦) = 𝐸(𝑥) + 𝐸(𝑦) =
7

2
+
7

2
=
14

2
= 7 

Exercício 7. Um jogador lança duas moedas não viciadas. Ele ganha R$ 5,00 se ocorrerem 2 caras, R$ 

2,00 se ocorrer 1 cara e R$ 1,00 se não ocorrer cara. 

(𝑖) 𝐴𝑐ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑢 𝑔𝑎𝑛ℎ𝑜 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜. 

𝑆 =  {𝐶𝐶, 𝐶𝑇, 𝑇𝐶, 𝑇𝑇}, 

onde 𝐶 = ocorre face cara e 𝑇 = ocorre face coroa. 

 

TABELA 6. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DA VARIÁVEL ALEATÓRIA X: 
VALORES RECEBIDOS EM REAIS. 

𝑋𝑖 +5 +2 +1 

𝑃(𝑋𝑖) 

4

1
 

4

2
 

4

1
 

 

𝐸(𝑥)  =  5 ∙
1

4
+ 2 ∙  

2

4
+  1∙ 

1

4
 =  2,50 

Isto é o ganho esperado é R$ 2,50. 

 

Exercício 8. Uma variável aleatória contínua tem a seguinte função de densidade de probabilidade 

𝑓(𝑥)  =  {

0              para  𝑥 <  0

3(𝑥 − 1)2    para 0 ≤  𝑥 ≤  1
0              para valores de 𝑥 >  1
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(i) Qual é a 𝐸[𝑥] e 𝑉𝑎𝑟[𝑥] 

𝐸(𝑥)  =  ∫ 𝑥f(𝑥)dx =  ∫ 𝑥3(𝑥 - 1)2 d𝑥
 1

 0
 =  3 ∫ (𝑥2 - 2𝑥 +  1)

 1

 0
 𝑥d𝑥

 +∞

 −∞

 

𝐸(𝑥) = 3 ∫ (𝑥2 - 2𝑥2 +  𝑥)
 1

 0
 d𝑥 = [

3

4
 𝑥4 - 

6

4 
𝑥3 +

3

2
𝑥2]

0

1

=
1

4
= 𝜇 

𝑉(𝑥)  =  ∫ (𝑥 −  𝜇)2 f(𝑥)d𝑥 =  ∫ 𝑥2  f(𝑥) d𝑥 −  𝜇2
 +∞

 -∞
 

 +∞

 −∞

 

𝑉(𝑥)  =  ∫ 𝑥2 3 (𝑥 −  1)2 d𝑥 - 𝜇2
 1

 0
= ∫ (3𝑥4 −  6𝑥3  +  3𝑥2) d𝑥 −  𝜇2

 1

 0
 

𝑉(𝑥) = [
3

5
𝑥5 −

6𝑥4

4
+
3

3
𝑥3]

0

1

− 𝜇2 =
1

10
− (

1

4
)
2

=
3

8
 

𝑉𝐴𝑅(𝑥)  =  𝑉(𝑥)  =  𝜎(𝑥)
2 = 0,0375 

 

COVARIÂNCIA [𝑪𝒐𝒗(𝒙, 𝒚)] 

Dadas duas variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌, a covariância entre 𝑋 e 𝑌 é:  

 

Determinação (cálculo) 

𝐶𝑂𝑉 (𝑋, 𝑌)  =∑∑(𝑥1 − 𝜇𝑥)(𝑦𝑖 − 𝜇𝑦)𝑃(𝑥1, 𝑦𝑗)

𝑗𝑖

 

𝐶𝑂𝑉 (𝑋, 𝑌)  =  𝐸[(𝑥 − 
𝑥
)(𝑦 − 

𝑦
)  =  𝐸(𝑥𝑦)  − 

𝑥
 
𝑦
=  𝐸(𝑥𝑦) –  𝐸(𝑥)𝐸(𝑦) 

ou ainda: 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸[𝑥 –  𝐸(𝑥)] [𝑦 –  𝐸(𝑦)]  =  𝐸[(𝑥 − 
𝑥
)(𝑦 − 

𝑦
)]  =  𝐸(𝑥𝑦)  − 

𝑥

𝑦  

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑥𝑦) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

Definição de covariância 

O número 𝐸{[𝑋 –  𝐸(𝑋)] [𝑌 –  𝐸(𝑌)} é chamado covariância de 𝑋 e 𝑌 e é denotado por 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌). Para que haja covariância é necessário que existam pelo menos duas variáveis. 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌), 

traduz uma relação de dependência entre estas duas variáveis. A magnitude da covariância depende das 

unidades em que as variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 forem medidas. Se essas unidades mudam, então o valor da 

covariância também muda. Assim a informação contida na covariância é principalmente sobre o sinal da 

relação entre 𝑋 e 𝑌 e não sobre a sua intensidade. 
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A covariância dá uma ideia da dispersão dos valores da variável aleatória bidimensional (X, Y) em 

relação ao ponto {𝐸[𝑋]; 𝐸[𝑌]}. 

Vê-se da definição dessa medida que a covariância é a esperança dos produtos dos desvios dos 

valores de cada uma das duas variáveis em relação a suas médias. Sendo assim se as duas variáveis tendem 

a variar no mesmo sentido, isto é, valores de X acima de sua média estão associados a valores de Y acima 

de sua média, o mesmo ocorrendo para valores de ambos inferiores à média, então a covariância será 

positiva. Caso contrário, se valores acima da média de uma variável estão associados a valores inferiores 

à média da outra, então a covariância será negativa. 

 

Propriedades da covariância  

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑌, 𝑋), 

logo a covariância é simétrica. 

Se 𝑉(𝑋)  =  0 (ou 𝑉(𝑦)  =  0) então 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0. 

𝐶𝑂𝑉(𝑎𝑥, 𝑦)  =  𝑎𝐶𝑂𝑉(𝑥, 𝑦) para 𝑎 ∈ ℝ então a 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) é bilineal 

𝐶𝑂𝑉(𝑋 +  𝑍, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  +  𝐶𝑂𝑉(𝑍, 𝑌). 

𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐾𝑌)  =  𝐾 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌), 

se 𝐾 for uma constante. 

 𝐶𝑂𝑉(𝐾,𝑋)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐾)  =  0 

se 𝐾 for uma constante. 

 

Demonstração das Propriedades da Covariância [COV (X)] 

 

(i) 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

Demonstração: 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌− 𝐸(𝑌)]} =  𝐸{𝑋𝑌 − 𝑌𝐸(𝑋) –  𝑋𝐸(𝑌)  +  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)} = 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋𝑌) –  𝐸[𝑌𝐸(𝑋)] –  𝐸[𝑋𝐸(𝑌)] +  𝐸[𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)]  =  

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) –  𝐸(𝑌)𝐸(𝑋) +  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)  = 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 
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(ii) 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑌, 𝑋), logo a covariância é simétrica. 

Demonstração: 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋, 𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

𝐶𝑂𝑉(𝑌,𝑋)  =  𝐸(𝑌, 𝑋) –𝐸(𝑌)𝐸(𝑋) 

Logo a 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑌, 𝑋). 

 

(iii) Se 𝑉(𝑋)  =  0 [𝑜𝑢 𝑉(𝑌)  =  0] então 𝐶𝑂𝑉 (𝑋, 𝑌)  =  0 

Demonstração: 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌− 𝐸(𝑌)]} 

𝑉𝐴𝑅(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 

Se a 𝑉𝑎𝑟(𝑋)  =  0, implica que 𝑋 =  𝐸(𝑋), logo, 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸{[𝑋 − 𝑋][𝑌− 𝐸(𝑌)]}  =  𝐸{[0][𝑌− 𝐸(𝑌)]} 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0 

 

(iv) 𝐶𝑂𝑉(𝑋 + 𝑍, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  +  𝐶𝑂𝑉(𝑍, 𝑌) 

 

𝐶𝑂𝑉(𝑋 + 𝑍, 𝑌)  =  𝐸{[(𝑋 + 𝑍) –  𝐸(𝑋 + 𝑍)][𝑌− 𝐸(𝑌)]}

=  𝐸{[((𝑋 –𝐸(𝑋)) – (𝑍 − 𝐸(𝑍))][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}

=  𝐸{[(𝑋 − 𝐸(𝑋))][𝑌− 𝐸(𝑌)] + [𝑍− 𝐸(𝑍)][𝑌− 𝐸(𝑌)}

=  𝐸{[(𝑋 + 𝐸(𝑋))][𝑌− 𝐸(𝑌)]} +  𝐸{[𝑍 − 𝐸(𝑍)][𝑌− 𝐸(𝑌)]}

=  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  +  𝐶𝑂𝑉(𝑍,𝑌) 

 

(v) 𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐾𝑌)  =  𝐾𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌),  para 𝐾 ∈ ℝ, isto é a covariância é Bilineal 

𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐸{[𝐾𝑋 − 𝐸(𝐾𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]} 

𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐾𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]} 

𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐾𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) 

Ou ainda,  
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𝐶𝑂𝑉(𝐾𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝐾𝑋, 𝑌) –  𝐾𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)  =  𝐾𝐸(𝑋, 𝑌) –  𝐾𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)  

=  𝐾{𝐸(𝑋, 𝑌) –  𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)}  =  𝐾𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) 

(vi) 𝐶𝑂𝑉(𝐾,𝑋)  =  𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐾)  =  0 

 

𝐶𝑂𝑉(𝐾,𝑋)  =  𝐸{[𝐾 − 𝐸(𝐾)][𝑋 − 𝐸(𝑋)]}  =  𝐸{[𝐾 − 𝐸(𝐾)][𝑋 − 𝐸(𝑋)]}  

=  𝐸{[𝐾 − 𝐾][𝑋 − 𝐸(𝑋)]}  =  𝐸{[0][𝑋 − 𝐸(𝑋)]}  =  0. [𝑋 − 𝐸(𝑋)]  =  0 

 

COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO [𝒓𝒙𝒚] 

Introdução 

Se estivermos estudando a dependência entre as variáveis 𝑋: peso de um reprodutor bovino em 

kg e 𝑌: peso do 1º filho em kg, ao calcularmos a covariância, teremos uma medida ao quadrado (kg2). 

Além disso a covariância pode assumir quaisquer valores reais no seu campo de variação, ou seja  − <

 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  < + . Ou seja como já foi mencionado anteriormente a magnitude da covariância depende 

das unidades em que as variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 forem medidas. Se essas unidades mudam, então o valor 

da covariância também muda. Assim a informação contida na covariância é principalmente sobre o sinal 

da relação entre 𝑋 e 𝑌 e não sobre a sua intensidade. Isto reduz o interesse da sua aplicação e leva a que 

se considere uma outra medida que não dependa das unidades. 

Introduziremos o conceito de coeficiente de correlação que supera esses problemas. Sendo assim 

o coeficiente de correlação é uma medida de dependência das variáveis 𝑋 e 𝑌. 

𝑟𝑥𝑦 =
𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)

√𝑉(𝑋)𝑉(𝑌)
=
𝐸(XY) − 𝜇𝑥𝜇𝑦

𝜎𝑥σ𝑦
=
𝐸(XY) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)

𝜎𝑥σ𝑦
 

O coeficiente de correlação é uma espécie de covariância que não depende das unidades de 

medida. Pode aliás mostrar-se que o coeficiente de correlação entre 𝑋 e 𝑌 é equivalente à covariância 

entre 𝑋′ =
𝑋−𝜇𝑋

𝜎𝑋
   e   𝑌′ =

𝑌−𝜇𝑌

𝜎𝑌
  , que são as formas padronizadas ou estandartizadas de 𝑋 e 𝑌 e 

admensionais, visto que os numeradores e denominadores têm as mesmas unidades. O coeficiente de 

correlçao é uma quantidade adimensional 𝑂 − 1 + 1. Se  =  0 (isto é se a covariância é zero), 

dizemos que as variáveis 𝑋 e 𝑌 são não-correlacionadas em tal caso, porém, as variáveis podem ou não 

ser independentes. Onde as esperenaças matemáticas conjuntas das duas variáveis aleatórias (𝑋𝑌) são 

dadas conforme as variáveis aleatórias sejam bidimensionais discretas ou contínuas respectivamente pelas 

seguintes expresssões: 

 

𝐸(𝑋𝑌) = ∑ ∑ 𝑋𝑖𝑌𝑗𝑃(𝑋𝑖𝑌𝑗)𝑗𝑖 , 
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para (𝑋𝑌) discreta 

E(XY) = ∫ ∫ 𝑋𝑌𝑓(𝑋, 𝑌)𝑑𝑥𝑑𝑦
 ∞

- ∞

 ∞

- ∞

, 

para (𝑋𝑌) contínua. 

 

Propriedades do coeficiente de correlação: 

i) 𝑟(𝑋, 𝑌)  =  𝑟(𝑌, 𝑋) 

ii) −1  𝑟 1 

iii) 𝑟 (𝑋, 𝑌)  =  𝑟(𝑎𝑥 +  𝑏, 𝑐𝑌 +  𝑑), 𝑠𝑒 𝑎, 𝑐  0 

iv) 𝑟(𝑋, 𝑌)  =  1, 𝑟(𝑋,−𝑋)  =  −1 

  

É importante destacar que pares de variáveis aleatórias com distribuições marginais (idênticas) 

podem ter covariâncias e correlações distintas, assim 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) e 𝑟(𝑋, 𝑌) são medidas do inter-

relacionamento entre 𝑋 e 𝑌. 

Devemos frisar que, embora 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) = 0 sempre que 𝑋 e 𝑌 são variáveis aleatórias 

independentes, o inverso não é verdadeiro, isto é, se 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0 não podemos concluir que 𝑋 e 𝑌 

são variáveis aleatórias independentes. 

Portanto, se 𝑋 e 𝑌 são duas variáveis aleatórias independentes, então 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0. 

De outro modo, se 𝑋 e 𝑌 são independentes, isto implica 𝑋 e 𝑌 não são correlacionadas. A 

recíproca não é verdadeira, isto é 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0 não implica 𝑋 e 𝑌 independentes. Entretanto, é 

possível demonstrar que se as variáveis tem distribuição normal, o fato de a covariância ser igual a zero 

é condição suficiente para podermos afirmar que são variáveis independentes. Senão, vejamos o exemplo 

a seguir. 

Na Tabela abaixo, apresentamos uma distribuição conjunta em que 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0 e as 

variáveis não são independentes, pois 𝑃(𝑋𝑖, 𝑌𝑗)𝑃(𝑋𝑖)𝑃(𝑌𝑗). 

 

TABELA 7. VALORES DE 𝑃(𝑋𝑖, 𝑌𝑗) PARA A DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA DE DUAS 

VARIÁVEIS DEPENDENTES COM 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  0. 

𝑌 
𝑋 

𝑃(𝑌) 
-1 0 +1 

-1 0,10 0,30 0,10 0,50 

+1 0,25 0 0,25 0,50 

P(X) 0,35 0,30 0,35 1,00 
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𝐸(𝑋)  =  (−1 ∙ 0,35) + (0 ∙ 0,30)  + (1 ∙ 0,35)  =  0 

𝐸(𝑌)  =  (−1 ∙ 0,50)  + (1 ∙ 0,50)  =  0 

𝐸(𝑋𝑌)  =  (−1)(−1)(0,10) + (−1)(0)(0,30) + (−1)(1)(010) + (1)(−1)(025) 

+ (1)(0)(0) + (1)(1)(0,25) 

𝐸(𝑋𝑌)  =  0,  𝑃(𝑋 =  −1)  =  0,35 

𝐶𝑂𝑉(𝑋𝑌)  =  0 –  0 ∙ 0 =  0 𝑃(𝑌 =  +1)  =  0,50 

𝑃(𝑋 =  −1;  𝑌 =  +1)  =  0,25  𝑃(𝑋 =  −1)𝑃(𝑌 =  +1)  =  0,35 ∙ 0,50 =  0,175 

Logo X e Y não são independentes 

𝑟𝑥𝑦 =
𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)

√𝑉(𝑋)𝑉(𝑌)
=

0

√0,70 ∙ 1
= 0 

 Sendo assim as variáveis 𝑋 e 𝑌 não são correlacionadas. 

 Verifique abaixo as distribuições marginais de probabilidade 𝑋 e 𝑌, e determine as variâncias de 

𝑋 e de 𝑌. 

 

TABELA 8. DISTRIBUIÇÃO MARGINAL DE 𝑋. 

𝑋 𝑃(𝑋) 𝑋𝑃(𝑋) 𝑋2 𝑋2𝑃(𝑋) 
-1 0,35 -0,35 1 0,35 
0 0,30 0,00 0 0,00 
1 0,35 0,35 1 0,35 

SOMA 1,00 0,00 - 0,70 
 

𝐸(𝑋)  =  0,00 

𝐸(𝑋2) = 0,70 

𝑉(𝑋) = 0,70–02 = 0,70 

TABELA 9. DISTRIBUIÇÃO MARGINAL DE 𝑌. 

𝑌 𝑃(𝑌) 𝑌𝑃(𝑌) 𝑌2 𝑌2𝑃(𝑌) 
-1 0,50 -0,50 1 0,50 
1 0,50 0,50 1 0,50 

SOMA 1,00 0,00 - 1,00 
 

𝐸(𝑌)  =  0 

𝐸(𝑌2) = 1 
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𝑉(𝑌) = 1–02 = 1 

 

OUTRAS MEDIDAS CARACTERÍSTICAS DAS DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADES  

Mediana 

É um ponto definido segundo a idéia de dividir a distribuição de probabilidade em duas partes 

equiprováveis denotá-la-emos por md. Será, pois, um ponto tal que 𝑝(𝑋 <  𝑚𝑑)  =  𝑃(𝑋 >  𝑚𝑑)  =

 0,5, quando tal ponto existir. 

Isto ocorre sempre no caso contínuo em que a mediana pode também ser definida como o ponto 

tal que 𝐹(𝑚𝑑)  =  0,50. No caso discreto (às vezes, também, no caso contínuo) quando a condição 

acima subsistir, haverá todo um intervalo cujos pontos satisfazem a ela, convencionando-se em geral 

adotar um ponto médio desse intervalo. Caso a condição acima não subsistir, a mediana será o menor 

valor para qual 𝐹(𝑚𝑑)  >  0,50. 

A mediana representa uma forma alternativa de caracterização do centro da distribuição. 

A idéia de mediana pode ser generalizada, imaginando-se a distribuição dividida em várias partes 

equiprováveis. Tem-se, assim, os quartis (4 partes), decis (10 partes), percentis (100 partes), etc. 

 

Moda 

É (são) o(s) ponto(s) de maior probabilidade, no caso discreto, ou maior densidade de probabilidade, no 

caso contínuo. É, portanto, um parâmetro que indica a região mais provável da distribuição. 

Designaremos a moda por Mo. 

 

Coeficiente de variação [C.V] 

É a razão entre o desvio padrão e a média da distribuição de probabilidade. 

CV =
𝜎

𝜇
100 (%) 

 

Amplitude 

É dada pela diferença entre o maior e o menor valores possíveis da variável. É um parâmetro de 

dispersão pouco útil no cálculo de probabilidade. Denotá-lo-emos por R. 

 

Parâmetros de assimetria e achatamento (curtose) 

Outros parâmetros às vezes usados são os chamados parâmetros de assimetria e achatamento, 

que dizem respeito à caracterização da forma da distribuição. 
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Momentos e função geradora de momentos 

Momentos 

Na estatística descritiva o conceito de momento amostral (simples e centrado) é mostrado e 

discutido de forma bastante detalhada. No caso das distribuições populacionais, define-se de forma 

análoga os momentos simples e centrados e a sua interpretação geométrica é semelhante à dos momentos 

amostrais. Sendo assim é recomendável ao leitor recapitular a assunto sobre momentos amostrais e 

comparar as definições de momentos amostrais com as de momentos populacionais que será apresentado 

a seguir.  

 

Momento simples de ordem 𝒓 

(i) Para a variável aleatória discreta: 

 

O momento simples de ordem 𝑟 (𝑟 =  0,1,2, . . . ) é a constante  

𝜇𝑟
′ = 𝐸(𝑋𝑟) = ∑ 𝑋𝑟𝑥 𝑓(𝑋)   

 

(ii) Para a variável aleatória contínua: 

𝜇𝑟
′ = 𝐸(𝑋𝑟) = ∫ 𝑋𝑟𝑓(𝑋)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

  

O momento simples de ordem 𝑟 é portanto, a média da variável aleatória 𝑋𝑟 , logo o momento 

simples de ordem 1 é a média 𝜇1
′ = 𝜇 = 𝐸(𝑋). Deve-se destacar ainda que o momento de ordem 0 é 1.   

 

Momento centrado de ordem 𝒓 

(i) Para a variável aleatória discreta 

Seja 𝜇 = 𝐸(𝑋) = 𝜇1
′ . O momento centrado de ordem 𝑟 (𝑟 =  0,1,2, . . . ) é a constante  

𝜇𝑟 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)
𝑟] =∑(𝑋 − 𝜇)𝑟

𝑥

𝑓(𝑋) 

(ii) Para a variável aleatória contínua 

O momento centrado de ordem 𝑟 (𝑟 =  0,1,2, . . . ) é a constante  

𝜇𝑟 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)
𝑟] = ∫ (𝑋 − 𝜇)𝑟

+∞

−∞

𝑓(𝑋)𝑑𝑥 

A variância é o momento centrado de ordem 2, isto é, 

𝜎2 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)2] = 𝜇2 
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A assimetria e a curtose estão relacionadas, respectivamente, com os momentos centrados de 

ordem 3 e 4. No entanto, como os momentos têm dimensões, é habitual usar-se os coeficientes 𝛼1 e 𝛼2 

para caracterizar a assimetria e a curtose.  

 

Coeficiente de Assimetria 

Seja 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑟] o momento centrado de ordem 𝑟 da variável aleatória 𝑋 e 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋). 

O coeficiente de assimetria é a constante  

𝛼3 =
𝜇3

(𝜇2)
3
2⁄
=
𝜇3
𝜎3

 

O coeficiente de assimetria mede a falta de simetria da função de probabilidade, se a variável 

aleatória é discreta, ou da função densidade de probabilidade, se a variável aleatória é contínua. 

  

 

Coeficiente de Curtose 

Seja 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑟] o momento centrado de ordem 𝑟 da variável aleatória 𝑋 e 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋). 

O coeficiente de curtose é a constante  

𝛼4 =
𝜇4
(𝜇2)2

=
𝜇4
𝜎4

 

O coeficiente de curtose, embora mais difícil de interpretar, mede o peso das caudas (o grau de 

achatamento das curvas) da função de probabilidade ou da função densidade de probabilidade, conforme 

o caso. 

 

FUNÇÃO GERADORA DE MOMENTOS 

Os momentos de uma variável aleatória podem ser obtidos a partir do conhecimento da função 

geradora de momentos, quando esta existe. 

Seja 𝑋 uma variável aleatória. Chama-se função geradora de momentos (f.g.m.) da variável 

aleatória ao valor esperado da variável aleatória 𝑒𝑡𝑋 , se este valor existir para todo o valor de 𝑡 em algum 

intervalo aberto centrado na origem. 

 

Função Geradora de Momentos para uma variável aleatória discreta 

A função geradora de momentos (f.g.m.) da variável aleatória discreta representa-se por 𝑚𝑥(𝑡), 

sendo calculada por: 

𝑚𝑥(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑥) =∑𝑒𝑡𝑥

𝑥

𝑓(𝑥) 
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Função Geradora de Momentos para uma variável aleatória contínua 

A função geradora de momentos (f.g.m.) da variável aleatória contínua representa-se por 𝑚𝑥(𝑡), 

é determinada por: 

𝑚𝑥(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑥) = ∫ 𝑒𝑡𝑥

∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

Quando não houver ambiguidade, 𝑚𝑥(𝑡) representa-se somente por 𝑚(𝑡). Se a função geradora 

de momentos existir, então 𝑚(𝑡) é indefinidamente derivável em torno da origem e, no caso da variável 

aleatória ser contínua, a 𝑟-ésima (𝑟 = 1,2, . . . ) derivada da função geradora de momentos em relação a 

𝑡 é: 

𝑑𝑟𝑚(𝑡)

𝑑𝑡𝑟
= 𝑚(𝑟)(𝑡) =

𝑑𝑟

𝑑𝑡𝑟
𝐸(𝑒𝑡𝑋) = ∫ 𝑥𝑟𝑒𝑡𝑋𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐸(𝑋𝑟𝑒𝑡𝑋)

+∞

−∞

 

Para o caso da variável aleatória ser discreta, obtém-se o mesmo resultado.  

Se nesta última igualdade fizermos 𝑡 =  0, obtemos. 

𝐸(𝑋𝑟) =
𝑑𝑟𝑚(𝑡)

𝑑𝑡𝑟
|
𝑡 = 0

= 𝜇1
′  

Deste modo, a derivada de ordem 𝑟 da função geradora de momentos de 𝑋 nada mais é do que 

o momento de ordem 𝑟 da variável aleatória 𝑋, sendo esta a razão da atribuição do nome função geradora 

de momentos à quantidade 𝑚(𝑡). Em particular, concluímos que. 

𝐸(𝑋) =
𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
|
𝑡 = 0

= 𝜇1
′  

 

Exemplo de aplicação 

Seja 𝑋 uma variável aleatória que toma todos os valores inteiros não negativos (0,1,2,3, . . . ), 

sendo 𝑃(𝑋 = 𝐾) =
[𝑒−𝜆][𝜆𝑘]

[𝑘!]
(𝜆 > 0). Esta distribuição de probabilidade chama-se distribuição de 

Poisson. Determine a função geradora de momentos de 𝑋. 

Vejamos a resposta para este problema. 

Por definição temos: 

𝑚(𝑡) = ∑
𝑒𝑘𝑡𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒−𝜆∑
(𝜆𝑒𝑡)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑥𝑝( 𝜆(𝑒𝑡 − 1) ) 
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Função característica 

A função geradora de momentos possui o inconveniente de não existir para todas as distribuições 

de probabilidade, pois a esperança matemática de 𝑒𝑡𝑋 nem sempre é definida. Devido a esse fato, surgiu 

a necessidade de definir outra função, possuindo propriedades análogas e denominada função 

caraterística. No entanto o emprego desta função necessita do conhecimento da teoria das funções de 

variáveis complexas, pois trata-se da esperança matemática de 𝑒𝑖𝑡𝑋 . Para o caso de variáveis aleatórias 

discretas ou contínuas temos as seguintes funções respectivamente. 

𝐸(𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∑ 𝑒𝑖𝑡𝑋𝑃𝑥
∞
𝑥=0  ou 𝐸(𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑋𝑓(𝑋)𝑑𝑋

+∞

−∞
 

Sobre esse assunto poderão ser encontradas informação complementares nas obras de HOEL 

(1965), MOOD e GRAYBILL (1963) E WILKS (1962). 

 

VARIÁVEIS ALEATÓRIAS BIDIMENSIONAIS E DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA DE 

PROBABILIDADE DE DUAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS (BIDIMENSIONAL) 

Variável aleatória bidimensional [(𝑿,𝒀)] 

Sejam 𝐸 um experimento aleatório e 𝑆 um espaço amostral associado a 𝐸 sejam 𝑥 =  𝑥(𝑠) e 

𝑦 =  𝑦(𝑠) duas funções, cada uma associando um número real a cada resultado 𝑠 de 𝑆; denominaremos 

(𝑋, 𝑌) uma variável aleatória bidimensional. 

 

 

 

Figura 15. Espaço amostral e conjunto de definição de duas variáveis aleatórias X e Y. 
 

  

  

s

x(s)

y(s)

x

y

x = x(s)

y = y(s)0

0

Contradomínio

Domínio

x

y
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Por exemplo: Considere a tomada de observações em 3 plantas de milho. 

 

Figura 16. Espaço amostral e conjunto de definição de duas variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌: a tomada de 

observações de altura 𝑋 em centímetro e o peso 𝑌 em gramas, em 3 plantas de milho. 
 

P1 → (10; 30) 

P2 → (15; 25) 

P3 → (17; 28) 

Então o par (𝑋, 𝑌) é definido como variável aleatória bidimensional. 

 

Tipos de variáveis aleatórias bidimensionais 

(i) Variável Aleatória Bidimensional Discreta (V.A.B.D.): 

São aquelas cujo campo de definição no espaço bidimensional ℝ2 e um conjunto de pontos finitos 

ou infinitos enumeráveis, por exemplo: número de grãos/ espiga; número de ramificações do pendão de 

milho, número de insetos por planta e número de folhas atacadas nessas plantas etc. 

 

(ii) Variável Aleatória Bidimensional contínua (V.A.B.C.) 

São aquelas definidas num sub-plano do espaço dimensional ℝ2 cujos pontos são infinitos, como 

por exemplo, o peso da parte aérea e a altura de plantas de feijão, idade e peso de bovinos da raça Nelore, 

etc. 

 

Variável aleatória bidimensional (x,y) discreta 

Função de probabilidade conjunta 

Seja 𝑋 uma variável aleatória que assume os valores 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 e 𝑦 uma variável aleatória que 

assume os valores 𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑛. 

Definição. A função de probabilidade conjunta associa a cada par (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝑖 = 1,… ,𝑚, e 𝑗 =

 1, . . . , 𝑛 a probabilidade 𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑦 = 𝑦𝑗) = 𝑃(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). 

S
P

P

P

1

2

3

10
15
17

30
25
28

X: {ALTURA (cm)}

Y: {PESO (g)}
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Distribuição de probabilidade conjunta 

Damos o nome de distribuição conjunta de probabilidade da variável bidimensional (𝑋, 𝑌) ao 

conjunto (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), 𝑃(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), 𝑖 = 1, … ,𝑚𝑒𝑗 = 1,… , 𝑛. Verifica-se que: 

(i) ∑ ∑ 𝑃(x =  x𝑖, 𝑦 = 𝑦𝑗) = 1
𝑛
j = 1

𝑚
𝑖=1 ; 

(ii) 𝑃(𝑋𝑖; 𝑌𝑗) ≥ 0,(𝑥, 𝑦)  ao conjunto dos Reais ao Quadrado ℝ2, sendo a probabilidade 

conjunta bidimensional um valor compreendido entre zero e um conforme o primeiro axioma do 

conceito moderno de probabilidade, ou seja, tem-se que [0𝑃(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)1]. 

Um exemplo de distribuição de probabilidade discreta bidimensional pode ser visto abaixo: onde 

𝑋 é o valor dos salários em reais e 𝑌 o tempo de serviço de empregados em uma agroindústria. 

 

TABELA 10. DISTRIBUIÇÃO BIDIMENSIONAL DE PROBABILIDADE DOS VALORES 𝑋 E 

𝑌 ONDE 𝑋 É O VALOR DOS SALÁRIOS EM REAIS E 𝑌 O TEMPO DE SERVIÇO DE 
EMPREGADOS EM UMA AGROINDÚSTRIA. 

                           𝒀          

𝑿               
4 5 6 Totais das linhas 

140 0 0 1/10 1/10 

150 0 2/10 1/10 3/10 

160 0 1/10 2/10 3/10 

170 1/10 0 2/10 3/10 

Totais das colunas 1/10 3/10 6/10 1 

 

A representação gráfica da variável bidimensional discreta (𝑋, 𝑌) é: 

 

 

Figura 17. Gráfico representativo da distribuição de probabilidade conjunta da variável aleatória 

bidimensional discreta (𝑋𝑌). 
 

Função de repartição conjunta discreta 
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𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑦 ≤ 𝑦𝑗) = ∑ ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)    ∀ (x,y)  ∈  ℝ
2

𝑦≤𝑦𝑗

𝑦=0

𝑥≤𝑥𝑖

𝑥=0

 

Que dará a probabilidade acumulada conjunta de 𝑥 tomar valores menores ou iguais a um 

determinado valor 𝑥𝑖 e 𝑦 assumir valores até um especificado valor 𝑦𝑗 como mostra a Figura abaixo: 

 

 

Figura 18. Probabilidade conjunta tal que 𝑃(𝑎 <  𝑋  𝑏, 𝑐 <  𝑌  𝑑). 
 

Variáveis aleatórias independentes 

Seja (𝑥, 𝑦) uma variável aleatória discreta bidimensional. Diremos que 𝑥 e 𝑦 são variáveis 

aleatórias independentes, se e somente se, 𝑃(𝑋𝑖 , 𝑌𝑗) = 𝑃(𝑥𝑖)𝑃(𝑦𝑗) para quaisquer 𝑖 e 𝑗 isto é, 

𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖; 𝑦 = 𝑦𝑗) = 𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑦 = 𝑦𝑗) para todo 𝑖 e 𝑗. 

Basta que o resultado anterior não se verifique para um par (𝑥, 𝑦), para que 𝑥 e 𝑦 não sejam 

consideradas variáveis aleatórias independentes. Nesse caso diremos que 𝑥 e 𝑦 são variáveis aleatórias 

dependentes, essa definição pode ser estendida para mais de duas variáveis aleatórias. 

 

Variável aleatória bidimensional (x, y) contínua 

Distribuição de probabilidade conjunta de duas variáveis aleatórias contínuas:  

[(𝑋𝑌);  𝑓(𝑥, 𝑦)] 

Função de densidade de probabilidade conjunta: 

 Seja (𝑋, 𝑌) uma variável aleatória bidimensional contínua, e 𝑓(𝑥, 𝑦) é uma função de densidade de 

probabilidade conjunta se: 

i) 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0,(𝑥, 𝑦)ℝ2 

ii) ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =  1
+∞

−∞

+∞

−∞
 

  

A

d

y

c

a b x
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Como mostra a figura a seguir: 

 

Figura 19. Gráfico representativo do volume da probabilidade conjunta da variável aleatória contínua 

(𝑥, 𝑦) assumir valores menores ou iguais a 𝑎 e 𝑏 e 𝑓(𝑥, 𝑦). 
 

Função de repartição ou de distribuição conjunta contínua 

A probabilidade acumulada nesse caso será dada pela função abaixo: 

𝐹(𝑋, 𝑌)  =  𝑃(𝑋 ≤  𝑥, 𝑌 ≤  𝑦)  = ∫ ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡,(𝑥, 𝑦)ℝ2
 𝑦

 −∞

 𝑥

 −∞

 

Que fornecerá a probabilidade ou o volume da área delimitada por 𝑥 e 𝑦. 

 

Propriedades de 𝑭(𝒙, 𝒚) 

i) Valores compreendidos entre 0 e 1: 0 ≤ 𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦) ≤ 1,(𝑥, 𝑦)ℝ
2 

ii) Função não decrescente: 𝐹𝑥,𝑦  (𝑥 +  𝑥, 𝑦 +  𝑦)  ≥  𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑥,𝑦 ≥  0 

iii) O limite superior é 1: lim
𝑥,𝑦→+∞

𝐹𝑥,𝑦(𝑋, 𝑌)  =  1 

iv) O limite inferior para qualquer uma das variáveis é zero: lim
𝑥,𝑦→−∞

𝐹𝑥,𝑦(𝑋, 𝑌) = 0 e  

lim
𝑥,𝑦→−∞

𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦) = 0
 

v) 𝐹𝑥,𝑦 (𝑥 +  𝑥, 𝑦 +  𝑦) – 𝐹𝑥,𝑦 (𝑥,𝑦)  =  𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦),(𝑥,𝑦 ≥ 0),
 

 
𝜕𝐹𝑥𝑦(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= 𝐹𝑥,𝑦(𝑥, 𝑦),(𝑥, 𝑦)ℝ

2 

 

Variáveis aleatórias independentes 

Seja (𝑥, 𝑦) uma variável aleatória contínua bidimensional diremos que 𝑋 e 𝑌 são variáveis 

aleatórias independentes se, e somente se, 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) para todo (𝑥, 𝑦), onde 𝑓 é a função 

densidade de probabilidade [f.d.p.], e 𝑔 e ℎ são as funções densidades de probabilidade [f.d.p.] marginais 

de 𝑥 e 𝑦, respectivamente. 
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DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL 

Dada uma distribuição conjunta de duas variáveis aleatórias (𝑥, 𝑦), podemos determinar as 

distribuições de 𝑥 sem considerar 𝑦 ou vice-versa, as quais são designadas funções de probabilidade 

marginais. 

A palavra marginal é usada em virtude de, no caso discreto, os valores de 𝑃(𝑋 =  𝑥) e de 𝑃(𝑌 =

 𝑦) serem os totais das colunas e das linhas que se podem escrever nas margens da tabela de probabilidade 

conjunta. 

 

Distribuição marginal de 𝑿 para a variável aleatória discreta (𝒙, 𝒚)  

𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖) = 𝑃{𝑥 = 𝑥, para qualquer 𝑦} = 𝑃{𝑥 = 𝑥, −∞ < 𝑌 < +∞} = ∑ 𝑃(𝑋, 𝑌)

𝑦∈𝐷𝑦

 

𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖) = 
i

𝑃(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) 

Distribuição marginal de 𝒀 para a variável aleatória discreta (𝒙, 𝒚)  

𝑃(𝑦 = 𝑦𝑖) = 𝑃{𝑦 = 𝑦, para qualquer 𝑥} = 𝑃{𝑦 = 𝑦, −∞ < 𝑋 < +∞} = ∑ 𝑃(𝑋, 𝑌)

𝑥∈𝐷𝑥

 

𝑃(𝑦 = 𝑦𝑖) = 
i

𝑃(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) 

Distribuição marginal de 𝒙 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) contínua. 

𝑔(𝑥)  =  


−

 

 
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, a qual é a função densidade marginal de 𝑥. 

 

Distribuição marginal de 𝒚 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) contínua 

ℎ(𝑦)  =  


−
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, a qual é a função densidade marginal de 𝑦. 

Verifique que 𝑔(𝑥) e ℎ(𝑦) são de fato densidades de probabilidade, pois são não negativas e sua 

integral na reta é igual a um. 

  

Função de distribuição ou de repartição marginal de 𝒙 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) discreta 

𝐹(𝑥)  =  𝑃(𝑥 ≤  𝑥;  𝑦 =  𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟)  =  ∑∑𝑃(𝑈, 𝑌)

𝑦𝑢≤𝑥

 

Função de distribuição ou de repartição marginal de 𝒚 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) discreta 

𝐹(𝑦)  =  𝑃(𝑦 ≤  𝑦;  𝑥 =  qualquer)  =  ∑∑𝑃(𝑋, 𝑈)

𝑥𝑢≤𝑥
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Função de distribuição ou de repartição marginal de 𝒙 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) contínua 

𝐹(𝑋) = ∫ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑦)
+∞

−∞

𝑋

−∞

 𝑑𝑦𝑑𝑢 

 

Função de distribuição ou de repartição marginal de 𝒚 para a variável aleatória (𝒙, 𝒚) contínua 

𝐹(𝑌) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑢)
+∞

−∞

𝑌

−∞

 𝑑𝑥𝑑𝑢 

 

Distribuições de probabilidade condicionais para variáveis aleatórias discreta 

i) Para a variável aleatória 𝑋 

Considere-se a variável aleatória bidimensional (𝑋, 𝑌) discreta, com função de probabilidade 

conjunta 𝑓(𝑋, 𝑌). A função de probabilidade de 𝑋 condicionada pela realização do acontecimento {𝑌 =

 𝑦},  com  𝑃(𝑌 =  𝑦)  >  0, é dada por: 

𝑃(𝑋 = 𝑥/𝑌 = 𝑦) =
𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦)

𝑃(𝑌=𝑦)
=

𝑃(𝑋,𝑌)

𝑃(𝑌)
 (Para 𝑌 fixo) e 𝑃(𝑌)  >  0 

ii) Para a variável aleatória 𝑌 

Considere-se a variável aleatória bidimensional (𝑋, 𝑌) discreta, com função de probabilidade 

conjunta 𝑓(𝑋, 𝑌). A função de probabilidade de 𝑌 condicionada pela realização do acontecimento {𝑋 =

 𝑥}, com 𝑃(𝑋 =  𝑥)  >  0, é dada por: 

𝑃(𝑌 = 𝑦/𝑋 = 𝑥) =
𝑃(𝑋=𝑥,𝑌=𝑦)

𝑃(𝑋=𝑥)
=

𝑃(𝑋,𝑌)

𝑃(𝑋)
 (Para 𝑋 fixo)e 𝑃(𝑋)  >  0 

 

Distribuições de probabilidade condicionais para variáveis aleatórias contínuas 

i) Para a variável aleatória 𝑋 

A densidade condicional de 𝑋, dado 𝑌 =  𝑦 denominada por 𝑓(𝑥/𝑦) , é dada para cada 𝑥 fixo 

por: 𝑓(𝑥/𝑦) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑦)
, se 𝑓(𝑦)  >  0. Dessa igualdade obtém-se: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦)𝑓(𝑥/𝑦). 

Verifica-se assim, que conhecendo-se a densidade de probabilidade de 𝑌 e a densidade 

condicional de 𝑋 dado 𝑌, obtém-se a densidade conjunta de 𝑋 e 𝑌. 

ii) Para a variável aleatória 𝑌 

A densidade condicional de 𝑌, dado 𝑋 =  𝑥 denominada por𝑓(𝑦/𝑥) , é dada para cada 𝑥 fixo 

por: 𝑓(𝑥/𝑦) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥)
, se 𝑓(𝑥)  >  0. Dessa igualdade obtém-se:𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦/𝑥). 

Verifica-se assim, que conhecendo-se a densidade de probabilidade de 𝑋 e a densidade 

condicional de 𝑌 dado 𝑋, obtém-se a densidade conjunta de 𝑋 e 𝑌. 
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TEOREMA DE TCHEBYCHEFF (EM INGLÊS: BIENAYMÊ-TCHEBYCHEFF 

INEQUALITY) 

Esse teorema é assim chamado em homenagem ao seu criador o matemático Russo, Pafnuty 

Lyovich Chebyshev (1821 – 1894). 

 

Generalidades 

A desigualdade de Tchebycheff é fundamental para o entendimento de como a variância de uma 

variável aleatória mede a variabilidade desta variável em torno da média (esperança matemática) [𝐸(𝑥)]. 

O conhecimento da média e da variância embora seja extremamente útil, não é suficiente para determinar 

sua distribuição, não permitindo assim responder a perguntas tais como “Quanto é 𝑃(𝑋 ≤  5)?” todavia 

como veremos a seguir é possível estabelecer cotas para a probabilidade, com o conhecimento apenas da 

média e da variância. 

Para qualquer conjunto de dados (população ou amostra) e qualquer constante 𝑘 >  1, a 

proporção dos dados que podem estar a menos de k desvios padrões da média (para qualquer dos dois 

lados) é pelo menos: 1 − 
1

𝑘2
, isto é, 

𝑃(𝜇 = kσ < 𝑋𝑖 < 𝜇 + kσ) ≥ 1 −
1

𝑘2
 ou P(�̄�- kS <  X𝑖  <  X̄  + kS)  ≥  1 - 

1

𝑘2
 

Ou de outra maneira temos que para 𝑘 =  𝑎 e o módulo |𝑥 − 
𝑥
| a desigualdade de Tchebycheff 

afirma que: 𝑃(|𝑥 − 
𝑥
| ≤ 𝑎𝑥) ≥ 1– 2

1

a
𝑎 ≥ 1𝑎 =

|x - 𝜇𝑥|

𝜎𝑥
. 

Significa que, a probabilidade de que qualquer variável aleatória esteja dentro de 𝑎 desvios padrões 

de sua média é no mínimo. (1 −
1

𝑎2
) esse teorema é de grande importância em probabilidade e estatística, 

pois revela uma propriedade geral de variáveis aleatórias contínuas ou discretas com média e variância 

finitas. 

O teorema pode ser também denominado de desigualdade de BIENAYMÊ-TCHEBYCHEFF a 

qual é uma propriedade da variância e do desvio padrão, que permite uma interpretação geral. 

Seja qual for a distribuição da variável 𝑋 de média m e de desvio padrão a e seja qual for a 

quantidade positiva k, é possível demonstrar que: 

𝑃(|𝑋 −𝑚| ≥ 𝑘𝜎) = 𝑃 (
|𝑋 −𝑚|

𝜎
≥ 𝑘) ≤

1

𝑘2
 

Esta propriedade mostra, portanto, que a proporção de indivíduos que se afastam da média de 𝑘 

vezes o desvio padrão é sempre inferior a 1/𝑘2. 
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Faremos a demonstração unicamente para o caso contínuo, mas vale também para o caso 

envolvendo variáveis aleatórias discretas. Designando por c uma constante positiva e por 𝐷 o domínio 

no qual (𝑋–𝑚)2 ≤ 𝑐, temos: 

𝜎2 = 𝐸(𝑋 −𝑚)2 = ∫ (𝑋 −𝑚)2
+∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ ∫𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐷

= 𝑐∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐷

 

2 = 𝑐𝑃[(𝑋–𝑚)2 ≥ 𝑐] 

Além disso, fazendo 𝑐 = 𝑘22, podemos escrever: 

𝑃[(𝑥–𝑚)2 ≥ 𝑐] = 𝑃(|𝑋–𝑚| ≥ 𝑘) ≥ 2/𝑐 = 1/𝑘2 

Daí se deduz, por exemplo, que seja qual for a distribuição considerada, nunca pode haver mais 

de um quarto da probabilidade dos desvios em relação à média maiores do que duas vezes o desvio 

padrão, isto é, dos desvios reduzidos (𝑋 –  𝑚)/ maiores do que 2, em valor absoluto. Contudo, esta 

proporção pode ser muito mais fraca para certas distribuições ou para certos tipos de distribuições. Para 

uma variável uniforme variando entre 0 e 1, por exemplo, o desvio reduzido, máximo é √3, de tal modo 

que o valor 2 nunca é atingido nem ultrapassado neste caso: 

𝑃 (
|𝑋 − 𝑚|

𝜎
≥ 2) = 0 

De outra forma, também é possível mostrar que a seguinte desigualdade é válida para todas as 

distribuições contínuas simétricas possuindo um só máximo de densidade de probabilidade (distribuições 

unimodais). 

𝑃(|𝑋 –𝑚|  ≥  𝑘 =  𝑃 (
|𝑋 −𝑚|

𝜎
≥ 𝑘) ≤ 4/9𝑘2 

Para este tipo de distribuições, a probabilidade de o valor 𝑘 =  2 ser ultrapassada é sempre 

inferior a 1/9, e não apenas a 1/4. 

Para ilustrar o teorema de Tchebichev, por exemplo, é possível afirmar que ao menos: 

1 −
1

22
=
3

4
= 75% 

dos valores de qualquer conjunto de dados, devem estar a menos de dois desvios padrões da média, de 

qualquer lado dela. Esse teorema aplica-se a todos os conjuntos de dados e fornece apenas o resultado 

de uma proporção mínima de dados que devem estar entre dois valores. Para quase todos esses conjuntos, 

a porcentagem é quase sempre maior. Conhecendo-se um pouco mais de natureza da distribuição dos 

dados desses conjuntos, afirmações mais fortes e precisas dessa proporção podem ser feitas. 

De acordo com FERREIRA (2005) uma outra relação interessante envolvendo a média, mediana 

e desvio padrão foi apresentada por O’CINNEIDE (1990). A mediana populacional nunca é maior que 

um desvio padrão da média, ou seja, 

|
𝑑
–| ≤  
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Esta relação é um caso especial, quando 𝑝 =  0,5, da relação: 

𝜇 − 𝜎√
1 − 𝑝

𝑝
≤ 𝑋𝑝 ≤ 𝜇 + 𝜎√

𝑝

1 − 𝑝
 

proposta, posteriormente, por DHARMADHIKAR (1991). 

 

Exercício de aplicação 

Exercício 1. Fazendo 𝑘 =  2 na desigualdade de Tchebichev, vemos que  

𝑃(|𝑥 −  |  ≥  2  0,25 ou 𝑃(|𝑥 −  |  <  2)  ≥  0,75 

 

Em palavras, a probabilidade de x diferir de sua média em mais de dois desvios padrões é inferior 

ou, no máximo, igual a 0,25; equivalente, a probabilidade de 𝑋 estar compreendido no intervalo de dois 

desvios padrões a contar de sua média, é superior ou, no mínimo, igual a 0,75. Tal fato é tanto mais 

notável quanto se considerarmos que nem sequer especificamos a distribuição de probabilidade de 𝑋. 

 

Exercício 2. Uma fabricação de fitas, temos que 
𝑥
= 3𝑚 e 𝑥 = 0,03𝑚 

𝑃(|𝑥 –  3|  ≤  𝑎 . 0,03)  ≥  1 −
1

𝑎2
, se 𝑎 =  2 

𝑃(|𝑥 –  3|  ≤   0,06)  ≥  1 −
1

4
  𝑃(|𝑥 –  3|  ≤  0,06)  ≥  

3

4
 

𝑃(2,94 ≤  𝑋 ≤  3,06)  ≥  
4

3
=  0,75 

Quer dizer que a probabilidade de uma fita de 3 𝑚 ter erro não superior a  0,06 𝑚 é no mínimo 

0,75. 

 

Teorema de Tchebycheff 

Introdução 

Uma outra forma de dedução para a demonstração do teorema de Tchebycheff também é 

realizado como descrito abaixo. 

Suponha uma variável aleatória x que assume os valores 𝑥1, 𝑥2, …, sem suas respectivas 

probabilidades de ocorrências 𝑝1, 𝑝2, …. Considere ainda que essa variável tem uma média 𝑚 =  𝐸 (𝑥) 

e uma variância 2 = 𝐸[(𝑥 − 𝑚)2]. 

É comum adotar nas distribuições o desvio padrão  como unidade de medida. Um desvio 

𝑥 –  𝑚, em valor absoluto e medido em relação a  resulta num número real positivo a, isto é, 
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|𝑥 −𝑚|

𝜎
 =  a  , ∴  |x - m|  =  a𝜎 

Com a seguinte equação 𝑃[|𝑥 –  𝑚|  <  𝑎] representa-se a probabilidade total de ocorrências 

cujos desvios em relação à média são, em valor absoluto, menores do que número real positivo a vezes 

o sigma . Uma restrição abaixo para essa probabilidade é dada pelo teorema de Tchebycheff, o qual 

afirma que a probabilidade de um desvio dado por |𝑥 –  𝑚|  <  𝑎 é maior ou igual do que 1– (1/𝑎2), 

isto é, 

𝑃[|𝑥 –  𝑚|  <  𝑎 ]  1 −  
1

𝑎2
 

Demonstração: 

A demonstração deste teorema é dada a seguir. 

Sabe-se que 

2 = 
2
= 𝐸[(𝑥–𝑚)2] = (𝑥𝑖–𝑚)

2𝑝𝑖 

Este somatório pode ser dividido em dois. Um, que indicaremos por ′, referente aos termos 

para os quais tenhamos |𝑥𝑖–𝑚| < 𝑎; outro, representado por ′′, incluindo os termos restantes, isto é, 

para os quais seja |𝑥𝑖–𝑚|𝑎. Sendo assim tem-se que: 

2 = ’′(𝑥𝑖–𝑚)
2𝑝1 +′′(𝑥𝑖–𝑚)2𝑝𝑖, 

logo 

2′′(𝑥𝑖–𝑚)
2𝑝𝑖 

Como em ′′ tem-se sempre |𝑥𝑖–𝑚|
2𝑎22, pode-se escrever ainda: 

2𝑎22′′𝑝𝑖 , 

∴  
1

𝑎2
 ≥ ′′𝑝𝑖 

No entanto sabe-se que,  


′′
𝑝𝑖 = 𝑃[|𝑥–𝑚|𝑎] = 

′′
𝑝𝑖 = 1–𝑝[|𝑥–𝑚| < 𝑎]. 

Obtém-se assim,  

1

𝑎2
 ≥  1 - P [|𝑥 - 𝑚| <  𝑎], 

Ou seja, 

𝑃[|𝑥 –  𝑚|  <  𝑎}  1 −  
1

𝑎2
, 

O que prova o teorema, que é válido também, com demonstração semelhante a esta, para o caso 

de variável aleatória contínua. 
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Desigualdade de Camp-Meidell 

Se a distribuição de probabilidade possuir uma única moda isto e, for unimodal e também 

simétrica, então: 𝑃(|𝑋 −  𝜇|  ≥  𝑘𝜎)  ≤  
4

9
𝐾2. (Desigualdade de Camp-Meidell). Estas desigualdades 

fornecem as probabilidades de que os valores de uma variável aleatória (qualquer) estejam num intervalo 

simétrico em torno da média de amplitude igual a k desvios padrões. Assim se 𝑘 =  2, por exemplo, a 

desigualdade de Tchebycheff estabelece que o percentual de valores da variável aleatória que está 

compreendida no intervalo 𝜇 ±  2𝜎 é de pelo menos 1 − 
1

4
  =  75%. Conforme é mostrado na 

distribuição normal de probabilidades este percentual vale aproximadamente 95,44%. Mas como a 

normal é simétrica e unimodal, neste caso, um resultado mais próximo é dado pela desigualdade de Camp-

Meidell, isto é, 1 − 
4

9
 𝑘2 =  1 − 

1

9
 =  88,89%. 

 

Uma aplicação do teorema de Tchebycheff 

O teorema de THEBYCHEV que acabamos de ver é da mais alta importância, pela sua grande 

generalidade e pelas suas consequências de grande alcance, como mostram as considerações seguintes. 

Seja uma variável casual 𝑥, da média m e variância 2 e para ela obtenhamos as observações 

𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛, às quais corresponderá a estimativa da média 

�̂� =
𝑥1 + 𝑥2+. . . +𝑥𝑛

𝑛
, 

cuja variância será, 𝑉(�̂�) =
𝜎2

√𝑛
, temos, pois, 𝜎(�̂�) =

𝜎

√𝑛
 de sorte que o teorema da Tchebycheff 

nos dá: 

𝑃[|�̂�  −  𝑚 |  <  𝑎 (�̂�)]  1 – 
1

𝑎2
 

isto é, 

𝑃[|�̂� − 𝑚| < 𝑎
𝜎

√𝑛
] ≥ 1 −

1

𝑎2
 

Tomando 𝑎 =  100, por exemplo, o que corresponde a fixar 1 – 
1

𝑎2
 =  0,9999 =  99,99%. 

Fixemos ainda, arbitrariamente 
𝑎𝜎

√𝑛
=
100𝜎

√𝑛
= 0,1 o que nos dá 𝑛 =  1.000.000. 

Isto significa que a probabilidade de que o desvio ou afastamento �̂� −𝑚, entre a média aritmética 

�̂� da distribuição seja, em valor absoluto, menor do que 0,1, é maior do que 99,99%. E os valores dos 

desvios poderão ser diminuídos à vontade, e aumentada indefinidamente, aproximando-se de um cada 

vez mais a probabilidade, com a condição de que aumentem suficientemente o valor do número de 

observações 𝑛. É esta propriedade que favorece o uso da média aritmética das observações como 
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estimativa da média de distribuição. É por isso que se denomina Lei dos Grandes Números, de maneira 

muito frequente ao teorema de Tchebycheff. 

 

Exercícios de aplicação 

1. Numa Empresa Agrícola localizada em Mossoró, RN, Brasil, verificou-se durante o ano de 

2022, que o número de ausências semanais causadas pelos empregados tem uma média 𝑚 =  52,4 e um 

desvio padrão  =  4,7. Avaliar, pelo teorema de Tchebycheff, a probabilidade de o número de faltas 

numa semana não diferir da média mais de 12 unidades. 

 

2. Na mesma firma do problema anterior, avaliar pelo teorema de Tchebycheff a probabilidade 

de termos na próxima semana, 65 faltas ou mais. 

 

3. Na mesma firma mencionada nos dois problemas anteriores, avaliar a probabilidade de o 

número semanal médio de faltas, em 100 semanas, estar entre 49,4 e 55,4. 

 

Exemplos de aplicação 

Exemplo 1. Uma região (Nordeste brasileiro) foi subdivida em 10 sub-regiões. Em cada uma 

delas, foram observadas duas variáveis: número de poços artesianos (x) e número de riachos ou rios 

presentes na sub-região (y). Os resultados são apresentados na Tabela a seguir: 

 

TABELA 11. DISTRIBUIÇÃO DO NÚMERO DE POÇOS ARTESIANOS (𝑥) E NÚMERO DE 

RIACHOS OU RIOS PRESENTES NA SUB-REGIÃO (𝑦). 

Sub-região 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

X 0 0 0 0 1 2 1 2 2 0 

Y 1 2 1 0 1 0 0 1 2 2 

 

Considerando que escolhemos uma das sub-regiões ao acaso, isto é, cada sub-região tem mesma 

probabilidade 
1

10
 de ser escolhida, podemos construir a distribuição conjunta de (𝑋, 𝑌). 
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TABELA 12. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DA VARIÁVEL ALEATÓRIA 

BIDIMENSIONAL 𝑋 E 𝑌 ONDE 𝑋 É O NÚMERO DE POÇOS ARTESIANOS, E 𝑌 O NÚMERO 
DE RIACHOS OU RIOS PRESENTES NA SUB-REGIÃO. 

 (𝑿𝒀) PROBABILIDADE 

(0,0) 1/10 

(0,1) 2/10 

(0,2) 2/10 

(1,0) 1/10 

(1,1) 1/10 

(2,0) 1/10 

(2,1) 1/10 

(2,2) 1/10 

TOTAL 1 

  

Note que pares idênticos foram agrupados e somamos as respectivas probabilidades. Uma forma 

equivalente de apresentar a distribuição conjunta, porém com maior apelo visual, é através da tabela de 

dupla entrada. E ainda as distribuições marginais também podem aparecer na tabela, bastando efetuar a 

soma das linhas para obter a marginal de 𝑋 e, nas colunas, para a marginal de 𝑌. 

Por exemplo, para calcular a probabilidade de 𝑋 ser igual a zero, temos: 

𝑃(𝑥 =  0)  =  𝑃(𝑥 =  0, 𝑦 =  0)  + 𝑃(𝑥 =  0, 𝑦 =  1)  +  𝑃(𝑥 =  0, 𝑦 =  2) 

𝑃(𝑥 =  0)  =  
1

10
+
2

10
+
2

10
=
5

10
 

Repetindo os cálculos para outros valores se 𝑋 e 𝑌, obtemos a tabela a seguir: 

 

TABELA 13. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE BIDIMENSIONAL CONJUNTA DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌),  ONDE  𝑋 É O NÚMERO DE POÇOS ARTESIANOS E 𝑌 O 
NÚMERO DE RIACHOS OU RIOS PRESENTES NA SUB-REGIÃO. 

                      𝒀 

𝑿  
0 1 2 𝑷(𝑿 =  𝒙) 

0 1/10 2/10 2/10 5/10 

1 1/10 1/10 0 2/10 

2 1/10 1/10 1/10 3/10 

P(Y = y) 3/10 4/10 3/10 1,00 
 

Portanto, as funções de probabilidades marginais (distribuições marginais de probabilidades) são 

as seguintes: 
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TABELA 14. DISTRIBUIÇÃO MARGINAL DE PROBABILIDADE DE 𝑋: ONDE 𝑋 É O 
NÚMERO DE POÇOS ARTESIANOS.  

𝑿 0 1 2 Total 

P(x) 5/10 2/10 3/10 1,00 
 

e    

TABELA 15. DISTRIBUIÇÃO MARGINAL DE PROBABILIDADE DE 𝑌: ONDE 𝑌 É O 
NÚMERO DE RIACHOS OU RIOS PRESENTES NA SUB-REGIÃO. 

Y 0 1 2 Total 

P(y) 3/10 4/10 3/10 1,00 
 

Exemplo 2. O acréscimo anual na área atingida por uma certa praga (mosca das frutas), numa região 

produtora de frutas, pode ser modelado por uma variável aleatória contínua, medida em hectares (10 mil 

m2), com função densidade de probabilidade dada por: 

  

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 
2

3
𝑥,              se o <  x <  1

1-
𝑥

3
,            se 1 ≤  x <  3

0,                caso contrário

 

a) Construa o gráfico dessa função densidade de probabilidade. 

b) Qual seria a probabilidade da praga atingir entre 2 e 3 hectares esse ano? 

c) Que área será atingida com 50% de certeza? 

d) Determine o acréscimo médio anual na área atingida pela praga. 

 

Exemplo 3. (𝑋, 𝑌) é uma variável aleatória bidimensional discreta com a seguinte distribuição conjunta: 

Pede-se calcular. 

a. A 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) e 

b. 𝑟(𝑋, 𝑌) 

 

TABELA 16. DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA BIDIMENSIONAL DE PROBABILIDADE DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌). 

                      𝑌 

𝑋  
-3 2 4 TOTAL 

1 0,1 0,2 0,2 0,5 

3 0,3 0,1 0,1 0,5 

TOTAL 0,4 0,3 0,3 1,00 
 

Primeiro encontramos as distribuições marginais de x e y assim: 
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TABELA 17. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL DAS VARIÁVEIS 

ALEATÓRIAS 𝑋 E 𝑌. 

𝑋 1 3  𝑌 -3 2 4 

𝑃(𝑋) 0,5 0,5  𝑃(𝑌) 0,4 0,3 0,3 

 

(a) 𝐸(𝑋) = 
𝑥
= 1 ∙ 0,5 + 3 ∙ 0,5 = 2,0 𝐸(𝑌)  =  −3 ∙ (0,4) +  2 ∙ (0,3)  =  4 ∙ (0,3)  =  0,6 

𝐸(𝑋) = 12 ∙ (0,5) + 32 ∙ (0,5) = 5,0 𝐸(𝑌2) = (−3)2 ∙ (0,4) + 22 ∙ (0,3) + 42 ∙ (0,3) = 9,6 

(𝑥)
2 = 𝐸(𝑥2)– [𝐸(𝑥)]2 = 5– (2)2 = 1,0(𝑥) = 1,00 

(𝑦)
2 = 𝐸(𝑦2) − [𝐸(𝑦)]2 = 9,6– (0,6)2 = 9,24(𝑦) = 3,04 

𝐸(XY)  =  ∑∑𝑋𝑖𝑌𝑗 . P(𝑋𝑖𝑌𝑗)

𝑗𝑖

=

=  1(−3) . 0,1 +  1 . 2 . 0,2 +  1 . 4 . 0,2 +  3(−3) . 0,3 +  3 . 2 . 0,1 +  3 . 4 . 0,1 

=  0 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  𝐸(𝑋, 𝑌) –  𝑥  .𝑦 =  0 –  2 . 0,6 =  −1,2 

 

(b) 𝑟(𝑥𝑦)  =  
𝐸(XY) - μ

𝑥
.μ
𝑦

√𝜎(𝑥)
2 .σ(𝑦)

2
=
𝐸(XY) - E(𝑋) . E(𝑌)

√𝜎(𝑥)
2 .σ(𝑦)

2
=

−1,2

𝜎𝑥.σ𝑦
=

−1,2

1 . 3,04
≅  -0,39 

Portanto um grau de correlação entre as variáveis x e y, fraco e inverso (ou negativo).   

 

Exemplo 4. Considere a distribuição de probabilidade bidimensional discreta dada abaixo. Pede-se, 

calcular:  

a) A covariância;  

b) O coeficiente de correlação da distribuição discreta de probabilidade conjunta; e  

c) Verificar se 𝑥 e 𝑦 são independentes. 
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Resolução: 

(a) 

TABELA 18. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE CONJUNTA BIDIMENSIONAL DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌). 

                      𝒀 

𝑿  
1 2 3 TOTAL 

2 0,10 0,30 0,20 0,60 

3 0,06 0,18 0,16 0,40 

TOTAL 0,16 0,48 0,36 1,00 
 

TABELA 19. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL DE PROBABILIDADE DA 
VARIÁVEL ALEATÓRIA X. 

𝑿 2 3 Total 

𝑃(𝑋) 0,60 0,40 1,00 
 

𝐸(𝑋)  =  2 . 0,6 +  3 . 0,4 =  2,4 

𝐸(𝑋2) = 22 ∙ 0,6 + 32 ∙ 0,4 = 6,0 

𝑉(𝑋) = 6,0– (2,4)2 = 0,24 

 

TABELA 20. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL DE PROBABILIDADE DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA 𝑌. 

𝒀 1 2 3 Total 

𝑃(𝑌) 0,16 0,48 0,36 1,00 

 

𝐸(𝑌)  =  1 ∙ 0,16 +  2 ∙ 0,48 +  3 ∙ 0,36 =  2,2 

𝐸(𝑌2) = 12 ∙ 0,16 + 22 ∙ 0,48 + 32 ∙ 0,36 = 5,32 

𝑉(𝑌) = 5,32– (2,2)2 = 0,48 

𝐸(XY)  =  ∑∑𝑋𝑖𝑌𝑗 . P(𝑋𝑖𝑌𝑗) =

𝑛

j = 1

𝑚

i = 1

=  2 . 1 . 0,10 +  2 . 2 . 0,30 +  2 . 3 . 0,20 +  3 . 1 . 0,06 +  3 . 2 . 0,18 

+  3 . 3 . 0,16 =  5,3 

𝐶𝑂𝑉(𝑋𝑌)  =  5,3 –  2,4 ∙ 2,2 =  0,02 

(b) 𝑟xy =
0,02

√0,24 .0,48
= 0,05893 ≅  + 0,06 
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(c) 𝑋 e 𝑌 são variáveis aleatórias independentes? 

𝑃(𝑥 =  2;  𝑦 =  1)  =  0,10 

𝑃(𝑥 =  2)  =  0,6 

𝑃(𝑦 =  1)  =  0,16  

𝑃(𝑥 =  2) ∙ 𝑃(𝑦 =  1)  =  0,6 ∙ 0,16 =  0,096 

Portanto, 𝑥 e 𝑦 não são variáveis aleatórias independentes, pois 𝑃(𝑥 =  2;  𝑦 =  1)  𝑃(𝑥 =

 2)𝑃(𝑦 =  1). 

 

Exemplo 5. Dada a distribuição conjunta a seguir, determinar. 

a) As distribuições de probabilidades marginais de 𝑋 e 𝑌; 

b) Calcular 𝐸(𝑋), 𝐸(𝑌), 𝑉(𝑋), 𝑉(𝑌), 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) e 𝑟(𝑋, 𝑌); 

c) Verificar se 𝑋 e 𝑌 são independentes; 

d) Calcular a função de distribuição para (função de distribuição conjunta discreta) 𝑋 =  0 e 𝑌 =

 +1, 𝐹 (0,1)  =  𝑃(𝑥 ≤  0;  𝑦 ≤  1); 

e) Calcular a probabilidade de 𝑥 ≤  0 (Função de distribuição marginal de 𝑥) 𝐹 (𝑥)  =  𝐹(0)  =

 𝑃(𝑥 ≤  0;  𝑦 =  qualquer). 

 

Resolução: 

a) e b) 

TABELA 21. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE CONJUNTA BIDIMENSIONAL DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌). 

𝑿 
𝒀  

𝑷(𝒙) 
-1 +1 

-1 0,10 0,25 0,35 

0 0,30 0,25 0,35 

P(Y) 0,50 0,50 1,00 
 

𝐸(𝑋𝑌)  =  (−1)(−1)(0,10)  + (−1) ∙ 1 ∙  0,25 +  0 ∙  (−1)(0,30)  +  0 ∙ 1 ∙  0 +  1 ∙ (−1) ∙ 0,10 +  1 ∙  1

∙  0,25 =  0 

TABELA 22. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL DA VARIÁVEL 

ALEATÓRIA 𝑋. 

𝑿 𝑷(𝑿) 𝑿𝑷(𝑿) 𝑿𝟐 𝑿𝟐𝑷(𝑿) 
-1 0,35 -0,35 1 0,35 
0 0,30 0,00 0 0,00 
1 0,35 0,35 1 0,35 
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SOMA 1,00 0,00 - 0,70 
 

𝐸(𝑋)  =  0,00; 𝑉(𝑋)  =  0,70 – (0,00)2 =  0,70 

TABELA 23. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE MARGINAL DA VARIÁVEL 

ALEATÓRIA 𝑌. 

Y P(Y) YP(Y) Y2 Y2P(Y) 

-1 0,50 -0,50 1 0,50 
+1 0,50 +0,50 1 0,50 

SOMA 1,00 0,00 - 1,00 
 

𝐸(𝑌)  =  0,00;  𝑉(𝑌)  =  1,00 – (0,00)2 =  1,00;  𝐶𝑜𝑣(𝑥𝑦)  =  0 – (0) . (0)  =  0 

𝑟 =
0

√0,70 . 1,00
= 0 

Assim as variáveis 𝑋 e 𝑌 possuem correlação nula. 

𝑃(𝑋 =  1, 𝑌 =  1)  =  0,25;  𝑃(𝑋 =  1)  =  0,35;  𝑃(𝑌 =  1)  =  0,50 

 

c) 𝑃(𝑋 =  1)𝑃(𝑌 =  1)  =  0,35 ∙ 0,50 =  0,175. Logo 𝑋 e 𝑌 não são variáveis aleatórias 

independentes, pois 𝑃(𝑥 =  1, 𝑦 =  1)  𝑃(𝑥 =  1)𝑃(𝑦 =  1). 

 

d)  

𝐹(0,1)  =  𝑃(𝑥 ≤  0;  𝑦 ≤  1) 

𝐹(0,1) = 𝑃(𝑥 = −1; 𝑦 = −1) + 𝑃(𝑥 = 1; 𝑦 = +1) = 𝑃(𝑥 = 0; 𝑦 = −1) + 𝑃(𝑥 = 0; 𝑦 = +1) 

𝐹(0,1)  =  0,10 +  0,25 +  0,30 +  0 

𝐹(0,1)  =  0,65 

e)  

𝐹(𝑥)  =  𝑃(𝑋 ≤  𝑥;  𝑌 =  𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟) 

𝐹(0)  =  𝑃(𝑋 ≤  0;  𝑌 =  𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟) 

𝐹(0)  =  0,35 +  0,30 

𝐹(0)  =  0,65 
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Exemplo: 6. Considere a seguinte distribuição de probabilidade discreta bidimensional. 

TABELA 24. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE CONJUNTA BIDIMENSIONAL DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌). 

                      𝒀 

𝑿  
1 2 3 TOTAL 

1 1

72
 

1

36
 

5

72
 

8

72
 

2 1

36
 

1

18
 

5

36
 

8

36
 

3 1

12
 

1

6
 

5

12
 

8

12
 

TOTAL 
9

72
 

9

36
 

45

72
 1,0 

 

Pede-se: 

a) A covariância entre 𝑋 e 𝑌 

b) O coeficiente de correlação 

 

Resolução: 

a) 

E(X) = 1∙ 
9

72
+ 2∙

9

36
+  3∙

45

72
=
5

2
= 2,5 

𝐸(𝑋2)  =  12∙ 
9

72
+  22∙

9

36
 + 32∙

45

72
=
27

4
= 6,75 

𝜎𝑥
2 =

27

4
− (

5

2
)
2

=
1

2
= 0,5 

𝜎𝑥 = √0,5 = 0,707 

𝐸(𝑌)  =  1 ∙
8

72
+ 2∙

8

36
+ 3 ∙

8

12
=
23

9
= 2,56 

𝐸(𝑌2)  =  12∙
8

72
+ 22∙ 

8

36
+ 32 ∙  

8

12
= 7 

𝜎𝑦
2 = 7− (2,56)2 = 0,4464  ,   

𝜎𝑦 = √0,4464 = 0,668 

𝐸(XY)  =  (1∙1∙
1

72
) + (1∙2∙

1

36
) + (1∙3∙

1

12
) + (2∙1∙ 

1

36
) + (2∙2∙ 

1

18
) + (2∙3∙ 

1

6
) + (3∙1∙

5

72
) + 

            +  (3 ∙  2∙ 
5

36
) + (3∙3∙

5

12
) = 6 ∙

7

18
=
115

18
= 6,39 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)  =  6,39 –  2,5 ∙  2,56 =  0 
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b)  

𝑟xy =
0

0,707 . 0,668
= 0 

Portanto a correlação entre as variáveis 𝑥 e 𝑦 é nula. 

 

Exemplo 7. Dada a função f(x)  = &
1

6
 x +  k   para 0 ≤  x 

≤  3&0            para x fora deste intervalo 

Pede-se: 

a) Calcular a constante 𝑘, para que 𝑓(𝑥) seja uma função de densidade de probabilidade. 

∫ 𝑓(𝑥)d𝑥 = 1
 3

 0

 

∫ (
1

6
𝑥 +  𝑘) d𝑥 =  1 ∴  

1

6

 3

 0

∫ 𝑥d𝑥 +  k ∫ d𝑥
 3

 0

=  1
 3

 0

 

1

6
[
𝑥2

2
]
0

3

+  𝑘 [𝑥]0
3 = 1 ∴

1

2
[9 − 0] +  𝑘 [3 - 0]  =  1 

9

3
+ 3𝑘 = 1 ∴

3

4
+ 3𝑘 =  1 ∴  3 +  12𝑘 =  4 

12 𝑘 =  1 ∴  𝑘 =  
1

12
 

b) O gráfico de f(𝑥)  =
1

6
𝑥 + 

1

12
   para 0 ≤  𝑥 ≤  3. 

 

TABELA 25. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DA VARIÁVEL ALEATÓRIA 𝑋. 

𝑿 𝒇(𝒙) 
0 1/12 

1 3/12 

2 5/12 

3 7/12 
 

 

Figura 20. Área sob a curva da distribuição densidade de probabilidade da variável contínua X. 
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Exemplo 8. Uma variável aleatória contínua 𝑋 tem a função de densidade: 

𝑓(𝑥)  =  {
3𝑥2       para -1 ≤  𝑥 ≤  0
0           para outros valores 𝑥

 

Pede-se: 

a) A função de distribuição 

Para 𝑥 <  0, tem-se 𝐹(𝑥)  = ∫   0dt = 0
 0

 −∞
 

P(𝑥 ≤ 𝑥)  =  F(𝑥)  = ∫   f(𝑡) dt ∴  F(𝑥)  =  3 ∫ 𝑥2d𝑥
 x

 -1

 
 x

 −∞

 

F(𝑥)  =  3 [
𝑥3

3
]
−1

𝑥

∴  F(𝑥)  =  𝑥3  +  1 

Para 𝑥 >  0 tem-se. 

𝐹(𝑥)  =  ∫ 𝑓(𝑥) d𝑥
 0

−1

 + ∫ f(𝑥) d𝑥
 𝑥

 0

  = ∫ 3𝑥2d𝑥
 0

 -1

  + ∫ 0
 𝑥

 0

   d𝑥 

𝐹(𝑥)  =  
3𝑥3

3
]
−1

0

+ 0 = (03 − (−1)3) = −(−1) = +1 

Então da função de distribuição é dada por: 

𝐹(𝑥)  =  {

0                  para 𝑥 <  -1 

𝑥3  +  1      para -1 ≤  𝑥 ≤  0
1                  para 𝑥 >  0

 

b) O gráfico de 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 para −1 ≤  𝑥 ≤  0 é dado por: 

c)  

TABELA 26. DISTRIBUIÇÃO DE VALORES DA VARIÁVEL ALEATÓRIA CONTÍNUA 𝑋, E 
OS RESPECTIVOS VALORES OBTIDOS PATRA A FUNÇÃO DENSIDADE DE 

PROBABILIDADE 𝑓(𝑋). 

𝑿 𝒇(𝒙) 
-1,0 3,00 

-0,5 0,75 

00 0,00 
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Figura 21. Área sob a curva da distribuição densidade de probabilidade da variável aleatória contínua 𝑋. 
 

 

Exemplo 9. Suponha que a variável aleatória bidimensional (𝑋, 𝑌) tenha a função densidade de 

probabilidade conjunta. 

𝑓(𝑥, 𝑦)  =  {
𝑘𝑥 (𝑥 − 𝑦),    0 <  𝑥 >  2,      − 𝑥 <  𝑦 <  𝑥 
0               ,  para outros quaisquer valores

 

a) Calcule a constante 𝑘. 

[resposta 𝑘 =
1

8
] 

∫ ∫ k𝑥 (𝑥 - 𝑦)
 𝑥

 −𝑥

 d𝑥 
 2

 0

d𝑦 =  1k ∫ ∫ (𝑥2 - 𝑥y)d𝑥
 2

 0

 𝑥

 -𝑥

d𝑦 =  k ∫ (
𝑥3

3
−
𝑥2

2
𝑦)

0

2 𝑥

 -𝑥

 d𝑥 =  1 

∫   k
 𝑥

  -𝑥

[
23

3
−
22

2
 𝑦]  d𝑦 = 1 ∫ k [

8

3
− 2𝑦]

 𝑥

 -𝑥

  d𝑦 =  1 

 

k [
8

3
 𝑦 - 

2𝑦2

2
]
-𝑥

𝑥

=    1k [
8

3
(𝑥 +  𝑥) - (𝑥2 - (-𝑥)2)]  =  1 

𝑘 [
8

3
 (2𝑥) - 2𝑥2] =    1   ∴    [-2𝑥2  +  

16𝑥

3
]  k =  1 

-2𝑥2  +  
16𝑥

3
=
1

𝑘
 ∴   k =  

1

8
 

Sendo assim temos que: 

𝑓(𝑥, 𝑦)  =  {

1

8
𝑥 (𝑥 −  𝑦),    0 <  𝑥 >  2, − 𝑥 <  𝑦 <  𝑥 

0               ,  para outros quaisquer valores
 

 

 

3

2

1

-1 -0,5 0

f(x)

X

1
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Exemplo 10. A função de densidade conjunta de duas variáveis aleatórias 𝑥 e 𝑦, contínuas é. 

f(𝑥, 𝑦)  = {
𝑐𝑥𝑦     0 <  𝑥 <  4, 1 <  𝑦 <  5
0          em caso contínuo

 

a) Determine o valor da constante 𝑐. 

b) Determine 𝑃(1 <  𝑥 <  2, 2 <  𝑦 <  3) 

c) Determine 𝑃(𝑥 ≥  3, 𝑦  2). 

 

Resolução: 

a) Devemos ter a possibilidade total igual a 1, isto é, 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥
 ∞

 -∞

 ∞

 -∞

d𝑦 =  1 

Utilizando a definição de 𝑓(𝑥, 𝑦), a integral tem o valor 

∫ ∫ 𝑐𝑥𝑦d𝑥
 5

 𝑦 = 1

d𝑦 =  𝑐 
 4

 𝑥 = 0

∫ [∫ y𝑥
 5

 𝑦 = 1

d𝑦]
 4

 𝑥 = 0

d𝑥 

∴  𝑐 ∫
𝑥𝑦2

2
∫ d𝑥
5

 𝑦 = 1

 =  𝑐
 4

 𝑥 = 0

∫ (
25𝑥

2
−
𝑥

2
)

 4

 𝑥 = 0

 d𝑥 

∴  𝑐 ∫ 12𝑥
 4

 𝑥 = 0

d𝑥 =  𝑐 (12
𝑥2

2
) |
𝑥=4
𝑥=0

=𝑐[6 [(4)2 − (0)2]] =  1 

∴  C(96)  =  1 

Então: 

96𝑐 =  1 e 𝑐 =  
1

96
 

 

b) Utilizando o valor de 𝑐 obtido em (a), temos  

𝑃(1 <  𝑥 <  2, 2 <  𝑦 <  3)  = ∫ ∫
𝑥𝑦

96
d𝑥

 3

 𝑦 = 2

 2

 𝑥 = 1

d𝑦 

P(1 < 𝑥 < 2, 2 < 𝑦 < 3) =
1

96
∫ [∫ 𝑥𝑦

 3

 𝑦 = 2

d𝑦]
 2

 𝑥 = 1

 d𝑥

=  
1

96
∫

𝑥𝑦2

2
|
3

𝑦 = 2

 2

 𝑥 = 1

d𝑥=
1

96
∫

𝑥

2
[32 − 22]𝑑𝑥

 2

 𝑥 = 1

 

P(1 <  𝑥 <  2, 2 < 𝑦 <  3)  =
1

96
∫

5𝑥

2

 2

 𝑥 = 1

d𝑥 =  
5

192
(
𝑥2

2
) |

2
𝑥 = 1

=
5

128
 

c) 

P(𝑥 ≥  3, 𝑦 ≤  2)  = ∫ ∫
𝑥𝑦

96

 2

 𝑦 = 1

 d𝑥d𝑦
 4

 𝑥 = 3

 



ELEMENTOS DE PROBABILIDADE I 
 

- 73 - 

 

P(𝑥 ≥  3, 𝑦 ≤  2)  =
1

96
∫ [∫ 𝑥𝑦

 2

 𝑦 = 1

d𝑦]
 4

 𝑥 = 3

d𝑥 =  
1

96
∫

𝑥𝑦2

2

 4

 𝑥 = 3

∫ d𝑥
 2

 𝑦 = 1

 

P(𝑥 ≥  3, 𝑦 ≤  2)  =  
1

96
∫

3𝑥

2
 d𝑥

 4

 𝑥 = 3

 

P(𝑥 ≥  3, 𝑦 ≤  2)  =
1

96
[
3𝑥2

4
] |

4
𝑥 = 3

=
1

96
[
3 .  42

4
−
3 . 32

4
] =  

1

96
[
48 − 27

4
] =

21

384
=

7

128
 

 

Exemplo 11. Verifique se (𝑋, 𝑌) uma variável aleatória bidimensional discreta são independentes. 

𝑃(𝑥 =  2;  𝑦 =  1)  =  0,10 

𝑃(𝑥 =  2)  =  0,60 

𝑃(𝑦 =  1)  =  0,16 

𝑃(𝑥 =  2) . 𝑃(𝑦 =  1)  =  0,60 . 0,16 =  0,096 

 

TABELA 27. DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA BIDIMENSIONAL DE PROBABILIDADES DA 

VARIÁVEL ALEATÓRIA (𝑋, 𝑌). 

            𝒀 

𝑿  
1 2 3 SOMA 

2 0,10 0,30 0,20 0,60 

3 0,06 0,18 0,16 0,40 

SOMA 0,16 0,48 0,36 1,00 
 

Logo, 𝑋 e 𝑌 não são variáveis aleatórias independentes, pois, 𝑃(𝑥 =  2;  𝑦 =  1)  𝑃(𝑥 =  2)𝑃(𝑦 =  1). 

 

Exemplo 12. Exercícios de aplicação resolvidos. 

 

1) E e Y são variáveis aleatórias independentes, ambas com valor esperado 0 e variância 2. Consideramos 

as variáveis 𝑈 =  𝑎𝑋 +  𝑏𝑌 𝑒 𝑉 =  𝑐𝑋 +  𝑑𝑌, [𝐸(𝑋)  =  𝐸(𝑌)  =  0;  𝑉(𝑋)  =  𝑉(𝑌)  =  2]. 

Determinar: 

i) 𝐸(𝑈) 

ii) 𝐸(𝑉) 

iii) 𝑉(𝑈) 

iv) 𝑉(𝑉) 

v) 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉) 

vi) 
𝑈𝑉
= 𝑟𝑈𝑉  
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Solução: 

i) 𝐸(𝑈)  =  𝑎𝐸(𝑋)  +  𝑏𝐸(𝑌)  =  𝑎(0) +  𝑏(0)  =  0 

ii) 𝐸(𝑉)  =  𝑐𝐸(𝑋)  +  𝑑𝐸(𝑦)  =  𝑐(0) +  𝑑(0)  =  0 

iii) 𝑉(𝑈) = 𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 𝑎2𝑉(𝑋) + 𝑏2𝑉(𝑋) = 𝑎22 + 𝑏22(𝑎2 + 𝑏2)2 

iv) 𝑉(𝑐𝑋 + 𝑑𝑌) = 𝑐2𝑉(𝑋) + 𝑑2𝑉(𝑌) = 𝑐22 + 𝑑22 = (𝑐2 + 𝑑2)2 

v) 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =  𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) 

𝐸(𝑈𝑉)  =  𝐸[(𝑎𝑋 +  𝑏𝑌)(𝑐𝑋 +  𝑑𝑌)] 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝐸[𝑎𝑐𝑋2 + 𝑎𝑑𝑋𝑌 + 𝑏𝑐𝑋𝑌 + 𝑏𝑑𝑌2] 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝑎𝑐𝐸(𝑋2) + 𝑎𝑑𝐸(𝑋𝑌) + 𝑏𝑐𝐸(𝑋𝑌) + 𝑏𝑑𝐸(𝑌2) 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝑎𝑐𝐸(𝑋2) + adE(𝑌)𝐸(𝐸)⏟        
= 0

+ bcE(𝑋)𝐸(𝑌)⏟        
= 0

+ bdE(𝑌2) 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝑎𝑐𝐸(𝑋2) + 𝑏𝑑𝐸(𝑌2) 

Sabemos que: 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2)– [𝐸(𝑋)]2 

𝑉(𝑌) = 𝐸(𝑌2)– [𝐸(𝑌)]2 

No caso presente temos: 

2 = 𝐸(𝑋2)– [0]2→2 = 𝐸(𝑋2) 

2 = 𝐸(𝑌2)– [0]2→2 = 𝐸(𝑌2) 

Voltando a expressão (2) temos: 𝐸(𝑈𝑉) = 𝑎𝑐𝐸(𝑥2) + 𝑏𝑑𝐸(𝑦2) temos: 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝑎𝑐2 + 𝑏𝑑2 = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 

Voltando a expressão 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =  𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈) 𝐸(𝑉), temos 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2– 0 =

(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 

 

vi) 


UV
=
COV(U, V)

√𝑉(𝑈)𝑉(𝑉)
 


𝑈𝑉
=

(𝑎c +  bd) σ2

√(𝑎2  +  b2)𝜎2(𝑐2  +  d2)𝜎2
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𝑈𝑉
=

(𝑎c +  bd) σ2

𝜎2√(𝑎2  +  b2)(𝑐2  +  d2)
 


𝑈𝑉
=

𝑎c +  bd

√(𝑎2  +  b2)(𝑐2  +  d2)
 

 

2) 𝑋 e 𝑌 são variáveis aleatórias independentes, para as quais existem os momentos até a ordem 2; 

determinar uma condição necessária e suficiente para 𝑈 =  𝑋 +  𝑌 e 𝑉 =  𝑋 − 𝑌 serem não 

correlacionadas. 

 

Solução: 

Se existem os momentos até de ordem 2, consequentemente existem: 

𝐸(𝑋), 𝐸(𝑌), 𝑉(𝑋) 𝑒 𝑉(𝑌) 

𝐸(𝑈)  =  𝐸(𝑋)  +  𝐸(𝑌) 

𝐸(𝑉)  = 𝐸(𝑋) –  𝐸(𝑌) 

𝑉(𝑈)  =  𝑉(𝑋)  +  𝑉(𝑌) 

𝑉(𝑉)  =  𝑉(𝑋)  +  𝑉(𝑌) 

Sabe-se que: 

 
𝑈𝑉
=

COV(U, V)

√𝑉(𝑈)𝑉(𝑉)
 

𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =  𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) 

Para 𝑈 e 𝑉 serem não correlacionados devemos ter 
𝑈𝑉
 =  0 na expressão 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =

 𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈) 𝐸(𝑉) 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =  0 e 𝑉(𝑋)  >  0, 𝑉(𝑌)  >  0. 

 

Logo, para a expressão 𝐶𝑂𝑉(𝑈, 𝑉)  =  𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) temos: 

0 =  𝐸(𝑈𝑉) –  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) 𝐸(𝑈𝑉)  =  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) 

𝐸(𝑈𝑉) = 𝐸[(𝑋 + 𝑌)(𝑋–𝑌)] = 𝐸[𝑋2–𝑌2) = 𝐸(𝑋2)–𝐸(𝑌2) 

𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) = [𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌)][𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑌)] = [𝐸(𝑋)]2– [𝐸(𝑌)]2 

 

Voltando a expressão 𝐸(𝑈𝑉)  =  𝐸(𝑈)𝐸(𝑉) temos: 

𝐸(𝑋2)–𝐸(𝑌2) = [𝐸(𝑋)]2– [𝐸(𝑌)]2 

𝐸(𝑋2)– [𝐸(𝑋)]2 = 𝐸(𝑌2)– [𝐸(𝑌)]2 

𝑉(𝑋)  =  𝑉(𝑌) que é uma condição necessária e suficiente para 𝑈 e 𝑉 serem não correlacionados. 



ELEMENTOS DE PROBABILIDADE I 
 

- 76 - 

 

 

Exemplo 13. Determine a função de distribuição ou de repartição de uma variável aleatória discreta. 

Considere 𝑋: soma dos pontos no lançamento de dois dados. 

i) A distribuição 

ii)  

TABELA 28. FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO OU DE REPARTIÇÃO DE UMA VARIÁVEL 

ALEATÓRIA DISCRETA 𝑋: SOMA DOS PONTOS NO LANÇAMENTO DE DOIS DADOS 
HONESTOS. 

𝑿𝒊 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

𝐹(𝑋𝑖) 

36

1
 

36

3
 

36

6
 

36

10
 

36

15
 

36

21
 

36

26
 

36

30
 

36

33
 

36

35
 

36

36
 

 

iii) O gráfico de 𝐹(𝑥) 

iv)  

 

Figura 22. Gráfico em escada da variável aleatória discreta 𝑋: Soma dos pontos obtidos no lançamento 
de dois dados honestos. 
 

v) A função 𝐹(𝑥) 

X

36/36

35/36

33/36

30/36

26/36

21/36

15/36

10/36

6/36

1/36

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3/36

F(x)
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F(𝑥) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
0          -∞ <  𝑥 <  2
1/36      2 ≤ 𝑥 <3
3/36     3 ≤ 𝑥 <  4
6/36     4 ≤  𝑥 <  5
10/36    5 ≤  𝑥 <  6
15/36    6 ≤  𝑥 <  7
21/36    7 ≤  𝑥 <  8             
26/36    8 ≤  𝑥 <  9
30/36    9 ≤  𝑥 <  10
33/36    10 ≤  𝑥 <  11
35/36    11 ≤  𝑥 <  12
1           12 ≤  𝑥 <  ∞ 

 

Exemplo 14. Exercícios de aplicação sobre função densidade 1. Seja 𝑋 uma variável aleatória contínua 

com função densidade: 

f(𝑥)  = {
1

8
,  se 0 ≤  𝑥 ≤  8

0,   em contrário
 

i) Encontre 𝑃(2 ≤  𝑥 ≤  5) 

ii) 𝑃(3 ≤  𝑥 ≤ 7) 

iii) 𝑃(𝑥 ≥  6) 

iv) Determine e trace o gráfico da função de distribuição 𝐹(𝑥). 

 

1. Seja 𝑋 uma variável aleatória contínua com função densidade: 

f(x)  = {
𝑘x,    se 0 ≤  x ≤  5

0,     em caso contrário 
 

i) Calcule 𝑘; 

ii) Encontre 𝑃(1 ≤  𝑥 ≤  3) 

iii) 𝑃(2 ≤  𝑥 ≤  4) 

iv) 𝑃(𝑥 ≥  3). 

 

2. Seja 𝑋 uma variável aleatória com função densidade: 

f(x)  = {
1

2
 x,  se 0 ≤  x ≤  2

0,   em contrário
 

Encontre: 
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i) a função de distribuição acumulada 

ii) 𝐹(x) e o seu gráfico. 

  

3. Considere a função dada por: 

f(x)  = {

0,                  se x <  1,5
x,                  se 1,5 ≤  x ≤  2
0,25              se 2 ≤ x ≤  2,5
0,                 se x >  2,5

 

i) Mostre que f(x) é uma função densidade de probabilidade; 

ii) Escolhido um valor ao acaso para x, qual é a probabilidade de x pertencer ao intervalo [1,5;  2,0]? 

 

4. Considere a função dada por: 

f(x)  =

{
 
 

 
 
0,             se x <  0
0,2x         se 0 <  x <  1
0,2,          se 1 ≤  x ≤  5
1,2 - 0,2x  se 5 < x <  6
0,             se x >  6

 

i) Mostre que f(x)  é uma função densidade de probabilidade; 

ii) Represente graficamente a função f(x); 

iii) Calcule 𝑃(𝑋 >  1) 

iv) Calcule 𝑃(1 ≤  x ≤  5); 

v) Calcule 𝑃(0,5 ≤  x ≤  5,2). 

 

5. Dada a função de densidade de probabilidade (fdp) abaixo: 

f(x) = {
cx,  se 0 ≤  x ≤  2
0,   em caso contrário

 

i) Encontre o valor da constante c; 

ii) 𝐸(𝑋); 

iii) 𝑉𝑎𝑟(𝑋). 

Respostas: 
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1- i) 
3

8
;
1

2
;
1

4
   

ii) 𝐹(x)  =  {

0,              se x <  0
x

8
,             se 0 ≤  x ≤  8

1               se x >  8

 

2- i) k =
2

25
;    

ii) 
8

5
;
12

25
;
9

25
 

3- F(x)  = {

0,                     se x <  0
1

4
x2,                se 0 ≤  x ≤  2

1,                     se x >  2

 

4- i) f(x) é uma legítima fdp;  

 ii) 0,875 

5- i) f(x) é uma legítima fdp;  

 ii) 0,9; d) 0,8;  

 iii) 0,911 

6-  

i) C =
1

2
;  

ii) E(𝑋)  =  
4

3
;  

iii) Var(𝑋)  =  
2

9
 

 

Exemplos 15. 

 

Exercício 1. Para cada 5 m de perfuração, na construção das fundações de um prédio, observa-se a 

ocorrência ou não de zonas de fratura. Admita que a cada 5 m a ocorrência de fratura tem probabilidade 

igual a 0.1. O custo de perfuração a cada 5m é de 100 (unidades monetárias convenientes) se não houver 

fratura. Será perfurado 15m. Há um acréscimo total de 50K (unidades monetárias convenientes), onde K 

é o número de zonas de fratura encontradas nos 15 m, K = 0,1, 2 ou 3. Admita que só pode ocorrer uma 

zona de fratura a cada 5m. Estude a variável custo das perfurações. 

 

i) Faça um diagrama de árvore que indique os diversos valores possíveis do custo. 

ii) Considere 𝑋, custo, como uma variável aleatória. Construa o espaço amostral e a distribuição de 

probabilidade de 𝑋. 

iii) Calcule o custo médio. 
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iv) Calcule o desvio padrão do custo. 

 

Exercício 2. Devido a introdução de um novo imposto o custo do exercício anterior passa a ser 𝑌 =

 1,02𝑋 +  0,3. 

i) Calcule a nova média. 

ii) E o novo desvio padrão. 

 

Exercício 3. Dez poços artesianos serão furados até o limite de 40m. A probabilidade de se encontrar 

água naquela região é de 0,3. Admita as hipóteses necessárias e calcule: 

i) Qual a probabilidade de se encontrar água em pelo menos 2 poços. 

ii) Qual o número médio de poços em que se encontrará água. 
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APÊNDICE 1  

 
ALFABETO GREGO 

 

NOME DA LETRA 
SÍMBOLOS 

MAIÚSCULAS MINÚSCULAS 

Alfa   

Beta   

Gama   

Delta   

Épsilon   

Zeta   

Eta   

Téta   

Iota   

Capa   

Lambda   

Um(mi)   

Nu(ni)   

Csi   

Omicron   

Pi   

Ró   

Sigma   

Tau   

Úpsilon(ipsilon)   

Fi   

Chi(qui)   

Psi   

Omega   
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APÊNDICE 2 

 

VALORES 𝒆−𝝀 

  e −    e −    e −    e −    e −  

0,00 1,0000000 2,55 0,0780818 5,10 0,0060968 7,65 0,0004760 10,20 0,0000372 

0,05 0,9512295 2,60 0,0742737 5,15 0,0057994 7,70 0,0004528 10,25 0,0000354 

0,10 0,9048375 2,65 0,0706513 5,20 0,0055166 7,75 0,0004307 10,30 0,0000336 

0,15 0,8607081 2,70 0,0672056 5,25 0,0052475 7,80 0,0004097 10,35 0,0000320 

0,20 0,8187309 2,75 0,0639280 5,30 0,0049916 7,85 0,0003898 10,40 0,0000304 

0,25 0,7788009 2,80 0,0608102 5,35 0,0047482 7,90 0,0003707 10,45 0,0000289 

0,30 0,7408184 2,85 0,0578444 5,40 0,0045166 7,95 0,0003527 10,50 0,0000275 

0,35 0,7046883 2,90 0,0550233 5,45 0,0042963 8,00 0,0003355 10,55 0,0000262 

0,40 0,6703202 2,95 0,0523398 5,50 0,0040868 8,05 0,0003191 10,60 0,0000249 

0,45 0,6376283 3,00 0,0497872 5,55 0,0038875 8,10 0,0003035 10,65 0,0000237 

0,50 0,6065309 3,05 0,0473590 5,60 0,0036979 8,15 0,0002887 10,70 0,0000225 

0,55 0,5769500 3,10 0,0450493 5,65 0,0035175 8,20 0,0002747 10,75 0,0000214 

0,60 0,5488119 3,15 0,0428522 5,70 0,0033460 8,25 0,0002613 10,80 0,0000204 

0,65 0,5220460 3,20 0,0407623 5,75 0,0031828 8,30 0,0002485 10,85 0,0000194 

0,70 0,4965855 3,25 0,0387743 5,80 0,0030276 8,35 0,0002364 10,90 0,0000185 

0,75 0,4723668 3,30 0,0368832 5,85 0,0028799 8,40 0,0002249 10,95 0,0000176 

0,80 0,4493292 3,35 0,0350844 5,90 0,0027395 8,45 0,0002139 11,00 0,0000167 

0,85 0,4274152 3,40 0,0333733 5,95 0,0026059 8,50 0,0002035 11,05 0,0000159 

0,90 0,4065699 3,45 0,0317457 6,00 0,0024788 8,55 0,0001935 12,00 0,0000061 

0,95 0,3867413 3,50 0,0301975 6,05 0,0023579 8,60 0,0001841 12,05 0,0000058 

1,00 0,3678797 3,55 0,0287247 6,10 0,0022429 8,65 0,0001751 13,00 0,0000023 

1,05 0,3499380 3,60 0,0273238 6,15 0,0021335 8,70 0,0001666 13,05 0,0000022 

1,10 0,3328713 3,65 0,0259912 6,20 0,0020294 8,75 0,0001585 14,00 0,0000008 

1,15 0,3166370 3,70 0,0247236 6,25 0,0019305 8,80 0,0001507 14,05 0,0000008 

1,20 0,3011945 3,75 0,0235178 6,30 0,0018363 8,85 0,0001434 15,00 0,0000003 

1,25 0,2865050 3,80 0,0223708 6,35 0,0017468 8,90 0,0001364 15,05 0,0000003 

1,30 0,2725320 3,85 0,0212798 6,40 0,0016616 8,95 0,0001297 16,00 0,0000001 
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  e −    e −    e −    e −    e −  

1,35 0,2592405 3,90 0,0202420 6,45 0,0015805 9,00 0,0001234 16,05 0,0000001 

1,40 0,2465972 3,95 0,0192548 6,50 0,0015034 9,05 0,0001174 17,00 0,0000000 

1,45 0,2345705 4,00 0,0183157 6,55 0,0014301 9,10 0,0001117 17,05 0,0000000 

1,50 0,2231304 4,05 0,0174224 6,60 0,0013604 9,15 0,0001062 18,00 0,0000000 

1,55 0,2122482 4,10 0,0165727 6,65 0,0012940 9,20 0,0001010 18,05 0,0000000 

1,60 0,2018967 4,15 0,0157645 6,70 0,0012309 9,25 0,0000961 19,00 0,0000000 

1,65 0,1920501 4,20 0,0149956 6,75 0,0011709 9,30 0,0000914 19,05 0,0000000 

1,70 0,1826837 4,25 0,0142643 6,80 0,0011138 9,35 0,0000870 20,00 0,0000000 

1,75 0,1737741 4,30 0,0135686 6,85 0,0010595 9,40 0,0000827 20,05 0,0000000 

1,80 0,1652991 4,35 0,0129069 6,90 0,0010078 9,45 0,0000787 21,05 0,0000000 

1,85 0,1572374 4,40 0,0122774 6,95 0,0009586 9,50 0,0000749 22,00 0,0000000 

1,90 0,1495688 4,45 0,0116786 7,00 0,0009119 9,55 0,0000712 22,05 0,0000000 

1,95 0,1422743 4,50 0,0111090 7,05 0,0008674 9,60 0,0000677 23,00 0,0000000 

2,00 0,1353355 4,55 0,0105672 7,10 0,0008251 9,65 0,0000644 23,05 0,0000000 

2,05 0,1287351 4,60 0,0100519 7,15 0,0007849 9,70 0,0000613 24,00 0,0000000 

2,10 0,1224566 4,65 0,0095616 7,20 0,0007466 9,75 0,0000583 24,05 0,0000000 

2,15 0,1164843 4,70 0,0090953 7,25 0,0007102 9,80 0,0000555 25,00 0,0000000 

2,20 0,1108033 4,75 0,0086517 7,30 0,0006755 9,85 0,0000527 25,05 0,0000000 

2,25 0,1053994 4,80 0,0082298 7,35 0,0006426 9,90 0,0000502 26,00 0,0000000 

2,30 0,1002590 4,85 0,0078284 7,40 0,0006113 9,95 0,0000477 26,05 0,0000000 

2,35 0,0953693 4,90 0,0074466 7,45 0,0005814 10,00 0,0000454 27,00 0,0000000 

2,40 0,0907181 4,95 0,0070834 7,50 0,0005531 10,05 0,0000432 27,05 0,0000000 

2,45 0,0862937 5,00 0,0067380 7,55 0,0005261 10,10 0,0000411 28,00 0,0000000 

2,50 0,0820851 5,05 0,0064094 7,60 0,0005005 10,15 0,0000391 28,05 0,0000000 
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